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ABSTRAKT 
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ÚVOD 
Prechodné deje v zotrvačných obvodoch nastávajú v dôsledku zmeny energie 
v akumulačných prvkoch obvodu pri prechode obvodu medzi dvoma ustálenými stavmi 
a spravidla nadobúdajú exponenciálny priebeh. V prípadoch, kedy je žiadúce sledovať 
priebehy prechodného deja simuláciou zotrvačného obvodu s veľkým počtom 
akumulačných prvkov v simulačnom programe, môže nastať, že výsledný analytický alebo 
numerický výpočet prechodného deja bude príliš komplexný  a hlavne časovo náročný. 
Keďže časová náročnosť výpočtu stúpa s každým zvýšením počtu akumulačných prvkov 
v zotrvačnom obvode je vhodné čas výpočtu čo najviac skrátiť. Skrátenie času je možné 
napríklad implementáciou algoritmu pre výpočet aproximovaného modelu prechodného deja 
- exponenciálnej funkcie v obvodoch FPGA a ASIC, ktoré sú prispôsobené na spracovanie 
veľkých dátových tokov, kde nestačia procesorové riešenia svojím výkonom. 
 Táto práca sa zaoberá návrhom modelu exponenciálnej funkcie pre čísla s plávajúcou 
rádovou čiarkou, ktorú je možné implementovať v obvodoch ASIC a FPGA a použiť  
na modelovanie exponenciálneho priebehu prechodného deja. V práci  sa rozoberajú vhodné 
numerické aproximačné metódy s pomocou, ktorých je možné vhodne navrhnúť model 
exponenciálnej funkcie s istými vstupnými parametrami, na základe ktorých je možné 
modelovať akýkoľvek exponenciálny priebeh. Následne sú simuláciou určené rôzne 
parametre návrhu ako maximálna relatívna chyba, minimálny časový krok alebo odporúčaná 
bitová šírka a jej rozdelenie pre spracovávané čísla. 
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1 Prechodný dej 
Pre modelovanie priebehu stavových veličín – napätí a prúdov, s exponenciálnym časovým 
priebehom v obvodoch FPGA, je nutné prvé nájsť prípady v analógových obvodov,  
kedy stavové veličiny nadobúdajú exponenciálny časový priebeh. Takéto prípady  
nastávajú počas prechodného deja v zotrvačných analógových obvodoch, skladajúcich  
sa z kombinácie disipatívnych a akumulačných elektrických prvokov toho istého druhu.  
U týchto obvodov sa zmeny budiacich signálov v rôznych miestach obvodu prejavujú 
s určitým časovým oneskorením a časové priebehy jednotlivých napätí a prúdov sa v obvode 
vzájomne líšia. Zotrvačné obvody sú popísané sústavou lineárnych diferenciálnych rovníc 
s konštantnými koeficientmi.  
 Prechodný dej nastáva, ako priamy dôsledok zmeny energie sústavy (zotrvačného 
analógového obvodu), ktorý po odznení, vyústi do ustáleného stavu. Príčin zmeny energie 
sústavy, môže byť niekoľko od zapnutia/vypnutia napájania obvodu cez zmenu parametru 
budiaceho signálu alebo niektorého prvku obvodu až po zmenu štruktúry obvodu  (pripojenie 
či odpojenie časti obvodu alebo skratovanie). Najčastejšia zmena budiaceho signálu pre 
popis prechodného deju akumulačných prvkov môže byť periodická, harmonická a skoková 
(vyvolaná napríklad pripojením, odpojením alebo skratovaním zdroja signálu). Skoková 
zmena sa ďalej môže rozdeliť na diracov impulz a jednotkový skok. Prechodný dej môže 
byť s nulovými počiatočnými podmienkami, kedy všetky napätia a prúdy v ideálnom obvode 
sú pred nastatím prechodného deja nulové, a prechodný dej s nenulovými počiatočnými 
podmienkami, kedy aspoň jedna stavová veličina v ideálnom obvode, v čase nastatia 
prechodného deja, je nenulová. 
 Ustálený stav nastáva po odznení prechodného deja. Na základe toho aký prechodný 
dej v lineárnom obvode nastáva, môže byť ustálený stav rozdelený na harmonický ustálený 
stav, kedy sú všetky stavové veličiny ideálneho obvodu periodickými funkciami času a nie 
je tomu inak ani pri prechodnom deji, ktorý tomuto ustálenému stavu predchádza,  
a jednosmerný ustálený stav, kedy všetky stavové veličiny ideálneho obvodu majú 
konštantnú hodnotu. Prechodný dej, ktorý predchádza jednosmernému ustálenému stavu  
je opísaný exponenciálnou funkciou, ktorou, ako sa neskôr ukáže, sa charakterizuje priebeh 
stavových veličín na akumulačnom prvku obvodu [1] .  
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 Na obr. 1 je znázornená schéma jednoduchého zotrvačného obvodu tvoreného RC 
článkom, ktorý je napájaný jednosmerným ideálnym zdrojom napätia o hodnote UZ = 100V.  
V čase t = 0s je zopnutý spínača S1 a spínač S2 je rozopnutý. V obvode nastane prechodný 
dej s nulovými počiatočnými podmienkami, ktorý po dobe 15ms vyústi do ustáleného stavu,  
kedy vetvou obvodu netečie žiaden prúd a na kapacitore je naakumulované celkové napätie 
zdroja. 
 
Obr. 1  Schéma RC článku 
V čase t = 100ms sa rozopne spínač S1 a zároveň s ním sa zopne spínač S2, ktorý uzavrie 
vetvu rezistora R s kapacitorom C. V obvode nastane prechodný dej s nenulovými 
počiatočnými podmienkami, pre ktorý platí, že v čase prepnutia spínačov S1 a S2  
je na akumulačnom prvku v obvode naakumulované isté množstvo energie, ktoré po prepnutí 
spínačov bude mať vplyv na priebeh stavových veličín obvodu. Presnejšie, naakumulované 
napätie na kapacitore C sa vybije cez rezistor R,  ktorý sa momentálne správa ako jeho záťaž. 
Časový priebeh prechodného deja napätia a prúdu na kapacitore C v obvode z obr. 1  
je na obr. 2. 
 
Obr. 2  Časový priebeh napätia a prúdu kapacitorom C obvodu RC 
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1.1. Analytické riešenie prechodného deja  
Nájdenie riešenia prechodného deja stavovej veličiny obvodu znamená nájsť takú funkciu -  
- matematický model stavovej veličiny, ktorá opisuje priebeh napätie alebo prúd, vetvou 
s akumulačným prvkom, v čase.  
 Pri hľadaní matematického modelu stavovej veličiny analógového obvodu sa musí  
pre zjednodušenie o obvode uvažovať tak, že jeho stavové veličiny sa menia 
iba pri nastatí prechodného deja, a to vplyvom zmeny budiaceho signálu alebo pripojením 
vetvy s akumulačným prvkom s nulovými či nenulovými počiatočnými podmienkami.  
V iných prípadoch k zmene stavových veličín obvodu nedochádza a nemajú na nich vplyv  
ani žiadne iné vonkajšie činitele ako teplo, elektromagnetické rušenie, rôzne potenciály zeme 
či materiálové parametre súčiastok. Na základe tejto úvahy sa rovnice pre popis stavových 
veličín obvodu zjednodušia na sústavu lineárnych diferenciálnych rovníc, ktorých počet, 
je úmerný počtu akumulačných prvkov v obvode a s ich pribúdaním, počet diferenciálnych 
rovníc popisujúcich stavové veličiny v obvode úmerne rastie.  
 
 Priame riešenie diferenciálnych rovníc obvodu 
Priame riešenie diferenciálnych rovníc je jednou z metód hľadania  matematického modelu 
stavovej veličiny. Túto metódu je vhodné používať pre riešenie jednoduchších zotrvačných 
obvodov, pretože s pribúdaním akumulačných prvkov v obvode úmerne stúpne  
aj počet diferenciálnych rovníc a ako sa neskôr ukáže, so stúpajúcim počtom diferenciálnych 
rovníc stúpa komplexnosť a časová náročnosť nájdenia všetkých ich riešení priamym 
riešením diferenciálnych rovníc [1]. 
 Riešenie diferenciálnych rovníc sa skladá zo všeobecného riešenia homogénnej 
rovnice x0(t), ktorá opisuje prechodný dej a partikulárneho riešenia xp(t), vyjadrujúceho 
ustálený stav. Celkové riešenie takejto diferenciálne rovnice má tvar 
 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + 𝑥𝑝(𝑡) . (1.1.1-1) 
Kde pre všeobecné riešenie homogénnej rovnice x0(t) platí 
 
𝑥0(𝑡) = ∑ 𝐾𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑛
𝑖=1  . (1.1.1-2) 
K1, K2, ... Ki sú integračné konštanty, λ1, λ1 ... λi sú korene charakteristickej rovnice  
a n predstavuje rád obvodu. Následne metódou variácie konštanty a dosadením počiatočných 
podmienok x(0+) je vypočítané partikulárne riešenie xp(t). 
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Dosadením vypočítaného všeobecného riešenia x0(t) a partikulárneho riešenia xp(t)  
do rovnice (1.1.1-1), vznikne  riešenie danej diferenciálnej rovnice obvodu – matematický 
model opisujúci časový priebeh stavovej veličiny. Vzniknutý matematický model je opísaný 
exponenciálnou funkciou a je ho možné vo všeobecnosti vyjadriť v tvare 
 𝑓(𝑡) = 𝐾0. 𝑒
0.𝑡 − ∑ 𝐾𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑡𝑛
𝑘=1  , (1.1.1-4) 
kde 
 𝐾0, 𝐾𝑘 , 𝜆𝑘  𝜖 𝑅 . (1.1.1-5) 
Hodnota k udáva rád obvodu. Koeficienty K0, Kk a λk  sú konštantné a vyplývajú z riešenia 
diferenciálnych rovníc obvodu. Pre premennú t funkcie f(t), reprezentujúcu čas, platí  
 𝑡 ∈ ⟨0, ∞) . (1.1.1-6) 
Pozn.: Tento interval hodnôt vyplýva z definovania počiatočnej podmienky, kedy v pomyslenom čase 
t = 0s, meníme stav spínača, v ktorom spínač teoreticky zotrváva po nekonečne dlhý čas.  
 Majme obvod aký je na obr. 1. Zopnutím spínača S1 v čase t = 0s  (spínač S2  
svoj stav nezmení) dôjde v obvode k prechodnému deju s nulovými počiatočnými 
podmienkami. Diferenciálne rovnice obvodu majú tvar 
 𝑅𝐶
𝑑𝑈𝐶(𝑡)
𝑑𝑡
+ 𝑈𝐶(𝑡) − 𝑈𝑍 = 0 , (1.1.1-7) 
 𝐼𝑅(𝑡) = 𝐼𝐶(𝑡) = 𝐶
𝑑𝑈𝐶(𝑡)
𝑑𝑡
=
𝑈𝑍−𝑈𝐶(𝑡)
𝑅
  . (1.1.1-8) 
Pozn.: Počiatočná podmienka je nulová, takže platí UC(0+) = 0V. 
Uplatnením metódy priameho riešenia diferenciálnych rovníc je nájdené riešenie 
diferenciálnych rovníc (1.1.1-7 - 8) v tvare  
 𝑈𝐶(𝑡) = 𝑈𝑍 − 𝑈𝑍𝑒
(− 1
𝑅𝐶
)𝑡. [1𝑉] , (1.1.1-9) 
 𝐼𝐶(𝑡) =
𝑈𝑍
𝑅
𝑒(− 
1
𝑅𝐶
)𝑡
 . [1A] .  (1.1.1-10) 
Dosadením hodnôt za R, C z obr. 1 do rovníc (1.1.1-9 - 10), nám vyjdú konkrétne 
matematické modely pre napätie a prúd kapacitorom C,  v tvare 
 𝑈𝐶(𝑡) = 100 − 100𝑒
−200𝑡 . [1𝑉] ,  (1.1.1-11) 
 𝐼𝐶(𝑡) = 0,1𝑒
−200𝑡. [1𝐴] ,  (1.1.1-12) 
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Priebeh napätia a prúdu na kapacitore C, počas priechodného deja, z časovej simulácie 
obvodu v programe PSpice je možné vidieť na obr. 3. 
 
Obr. 3  Prechodný dej napätia a prúdu na kapacitore C z časovej simulácie  
 v simulačnom programe PSpice 
 Obdobný postup je aplikovateľný pre akýkoľvek obvod s ľubovoľným 
počtom akumulačných prvkov. Je nutné podotknúť, že počet diferenciálnych rovníc 
opisujúcich stavové veličiny obvodu je úmerný počtu akumulačných prvkov v obvode.  
To znamená, že zvyšovaním počtu akumulačných prvkov v obvode dôjde  
k úmernému zvyšovaniu počtu diferenciálnych rovníc popisujúcich stavové veličiny obvodu 
a spolu s tým stúpne aj počet riešení s exponenciálnymi funkciami, opisujúcich priebehy 
stavových veličín akumulačných prvkov obvodu. So zvýšením počtu diferenciálnych rovníc 
sa ich priame riešenie stane podstatne zložitejším. Tým pádom sa hľadanie matematických 
modelov stavových veličín v obvode stane stále o niečo viac komplikovanejším a časovo 
náročnejším s každým ďalším akumulačným prvkom v obvode.  
 Preto je nutné definovať inú metódu na riešenie diferenciálnych rovníc obvodu,  
ktorá bude vhodná na riešenie prechodného deja u obvodov s viacerými akumulačnými 
prvkami. Jednou takouto metódou je riešenie prechodného deja využitím laplaceovej 
transformácie [1]. 
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 Laplaceová transformácia 
Priama metóda riešenia diferenciálnych rovníc obvodu je vhodná iba pre jednoduchšie 
obvody. Na riešenie diferenciálnych rovníc (prípadne integrodiferenciálnych rovníc) 
zložitejších obvodov, s veľkým množstvom akumulačných prvkov, je vhodná metóda 
laplaceovej transformácie.  
 Pri hľadaní matematických modelov stavových veličín obvodu využitím laplaceovej 
transformácie, je najjednoduchšie mať vypísané všetky diferenciálne rovnice obvodu.  
Dané diferenciálne rovnice, v ktorých sú zastúpené reálne obvodové veličiny tzv. originály 
f(t), sa využitím priamej transformácie alebo použitím slovníka laplaceovej transformácie, 
transformujú do oblasti komplexnej premennej p. Namiesto originálov f(t), sú v rovniciach 
teraz zastúpené tzv. obrazy F(p). Takouto transformáciou, sú prevedené pôvodné 
diferenciálne rovnice o reálnej časovej premennej na rovnice algebraické o komplexnej 
premennej p. Zo vzniknutých algebraických rovníc sú ich úpravou vyjadrené obrazy 
hľadaných stavových veličín, ktoré pri analýze prechodných dejov elektrických obvodov 
majú tvar racionálneho zlomku 
 𝐹(𝑝) =
𝑄𝑚(𝑝)
𝑃𝑛(𝑝)
 .  (1.1.2-1) 
Pozn.: V čitateli zlomku je polynóm m–tého stupňa a v menovateli n–tého stupňa. Platí m ≤ n. 
 Prevedením tzv. spätnej laplaceovej transformácie (s použitím vzorcov pre priamu inverznú 
laplaceovú transformáciu, použitím slovníka laplaceovej transformácie, pomocou  
tzv. Heavisideových vzorcov alebo numericky), sú k obrazom hľadaných obvodových 
veličín nájdené príslušné originály, ktoré sú zároveň aj matematickými modelmi stavových 
veličín v obvode a sú totožné s matematickými modelmi stavových veličín 
získaných priamym riešením diferenciálnych rovníc daného obvodu. 
 Heavisideové vzorce sú uplatňované pre spätnú laplaceovú transformáciu. Inverzia 
pomocou týchto vzorcov je uplatniteľná, v prípade, že menovateľ má iba jednoduché korene. 
Všeobecný tvar heavisideovho vzorca je 
 𝑓(𝑡) = 𝐿
−1[𝐹(𝑝)] = 𝐿−1 [
𝑄𝑚(𝑝)
𝑃𝑛(𝑝)
] = ∑
𝑄𝑚(𝑝𝑖)
𝑃′𝑛(𝑝𝑖)
𝑘
𝑖=1 𝑒
𝑝𝑖𝑡 . (1.1.2 – 2) 
Pozn.: Symbol P’n(pi) označuje prvú deriváciu polynómu Pn(pi) v menovateli, pre koreň polynómu pi 
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 Majme obvod na obr. 1, pri ktorom je uvážené, že v čase t = 0s sa zopne spínač S1  
(spínač S2 svoj stav nezmení). Využitím slovníka laplaceovej transformácie, sa diferenciálne 
rovnice obvodu (1.1.1-7 - 8) pretransformujú  do oblasti komplexnej premennej p, na tvar 
 𝑅𝐶. [𝑝𝑈𝐶(𝑝) − 𝑈𝐶(0+)]  + 𝑈𝐶(𝑝) =
𝑈𝑍
𝑝
 , (1.1.2-3) 
 𝐼𝑅(𝑝) = 𝐼𝐶(𝑝) = 𝐶. 𝑝𝑈𝐶(𝑝) − 𝑈𝐶(0+) . (1.1.2-4) 
Vyjadrením UC(p) z rovnice (1.1.2-3) a dosadením do rovnice (1.1.2-4), nám vyjdú obrazy 
hľadaných stavových veličín obvodu v komplexnej oblasti p, v tvare 
 𝑈𝐶(𝑝) =
𝑝𝑅𝐶𝑈𝐶(0+)+𝑈𝑍
𝑝(𝑝𝑅𝐶+1)
 , (1.1.2-5) 
 𝐼𝐶(𝑝) =
𝑝𝐶𝑈𝐶(0+)+𝐶𝑈𝑍−𝑝𝑅𝐶𝑈𝐶(0+)−𝑈𝐶(0+)
𝑝𝑅𝐶+1
 . (1.1.2-6) 
Dosadením nulovej počiatočnej podmienky za UC(0+) spolu s hodnotami R, C z obr. 1  
do rovníc (1.1.2-5 – 6), nám vyjdú obrazy stavových veličín obvodu z obr. 1, v tvare 
 𝑈𝐶(𝑝) =
100
𝑝(𝑝5.10−3 + 1)
= 100 200
𝑝(𝑝 + 200)
 , (1.1.2-7) 
 𝐼𝐶(𝑝) =
5.10−4
𝑝5.10−3 + 1
= 0,1 200
(𝑝 + 200)
 . (1.1.2-8) 
Prevedením spätnej laplaceovej transformácie, s použitím slovníka laplaceovej 
transformácie, nájdeme k obrazom hľadaných obvodových veličín  (rovnice 1.1.2-7 - 8) 
príslušné originály, v tvare 
 𝑈𝐶(𝑡) = 100 − 100. 𝑒−200𝑡 , (1.1.2-9) 
 𝐼𝐶(𝑡) = 0,1. 𝑒−200𝑡 .   (1.1.2-10) 
Vzniknuté originály (1.1.2-9 - 10) predstavujúce výsledné riešenie prechodného deja  
alebo matematický model stavových veličín obvodu v časovej oblasti, sú pri porovnaní  
s priamym riešením diferenciálnych rovníc (1.1.1-11 – 12) obvodu z obr. 1, totožné. 
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1.2. Časová analýza v programe PSpice 
V tejto kapitole bude v krátkosti načrtnuté ako sa model časové priebehu prechodného deja 
stavovej veličiny získava v časovej analýze (Transient analysis) obvodu v simulačnom 
programe PSpice AD a poukáže sa na problém stúpacej potreby vyššieho výpočetného 
výkonu v istom prípade použitia časovej analýzy. 
 Časová analýza (anglicky transient analysis) je jednou z mnohých analýz obvodu,  
ktoré sú uskutočniteľné simulačným programom PSpice AD. Hlavnou úlohou analýzy  
je napodobniť činnosť inteligentného osciloskopu. To je uskutočniteľné za pomoci jedného 
z najkomplexnejších algoritmov programu PSpice AD, ktorý je blokovo načrtnutý na obr. 4. 
 PSpice AD nie je programom na riešenie diferenciálnych rovníc, preto sa modely 
priebehov prechodných dejov jednotlivých stavových veličín obvodu nachádzajú iným 
spôsobom než analytickým riešením diferenciálnych rovníc obvodu. Spôsob aplikovaný 
v simulačnom programe PSpice, je založený na princípe nájdenia vhodnej aproximácie 
analytického riešenia diferenciálnych rovníc pre dynamicky sa meniaci diskrétny časový 
krok.  
 Diskrétny časový krok je dynamickým z dvoch dôvodov, a to na zvýšenie presnosti 
a redukciu simulačného času. To znamená, že pri zmene stavovej veličiny, je presnosť 
výsledných výpočtov zvýšená znížením hodnoty časového kroku Δt. Zväčšovaním strmosti 
zmeny počítanej stavovej veličiny je hodnota časového kroku Δt ďalej zmenšovaná 
až na vopred definovanú minimálnu hodnotu. Naopak pri zmenšovaní strmosti zmeny 
stavovej veličiny je hodnota časového kroku Δt zväčšovaná, aby sa predišlo príliš dlhému 
času simulácie a plytvaniu výkonu na redundantné výpočty [2] .  
 Z obr. 4 je možné vidieť, že výpočtom jednej hodnoty stavovej veličiny 
v diskretizovanom čase, je najprv v bloku 1. vypočítaný jednosmerný pracovný  
bod pre časovú analýzu, ktorého výpočet je však nutné potlačiť, pretože výsledkom  
tohto výpočtu, budú priebehy stavových veličín pre obvod v ustálenom stave.  
Aby sa tomuto predišlo a bolo možné zobraziť priebehy stavových veličín obvodu spolu  
s prechodným dejom, výpočet jednosmerného pracovného bodu pre časovú analýzu  
je potlačený príkazom SKIPBP (skip bias point) alebo UIC (use initial conditions)  
pri definovaní časovej analýzy. Týmto sa pri výpočte použijú iba počiatočné podmienky 
definované pre akumulačné prvky v obvode a blok 1. z obr. 4 bude vynechaný. 
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Obr. 4  Zjednodušený blokový diagram hlavného programového toku  
simulačného programu PSpice AD 
Časová analýza pre lineárne obvody 
 Vykonáva sa iba vonkajšia slučka (bloky 9, 3, 4, 7, 8 - bloky 2,5 sú vynechané). 
 V bloku 9 sú pre akumulačné prvky vytvorené linearizované modely. 
 V blokoch 3, 4 je formulovaná uzlová matica a riešenie uzlových rovníc. 
 V bloku 7 je na základe strmosti zmeny stavovej veličiny a využitím interného algoritmu 
vybraný vhodný časový krok Δt, ktorým má štandardnú hodnotu určenú podľa rovnice 
 𝛥𝑡𝑑𝑒𝑓𝑎𝑢𝑙𝑡 =
𝑒𝑛𝑑_𝑡𝑖𝑚𝑒
50
 . (1.2-1) 
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Využitím numerickej integrácie je vypočítaná hodnota stavovej veličiny pre ďalší 
časový krok. Používané sú dve formuly numerickej integrácie a to lichobežníková 
(trapezoidal rule) opísaná rovnicou (1.2-2), kde môžu nastávať oscilácie - ak  nastanú, 
je automaticky zmenený algoritmus výpočtu numerickej integrácie na Gear-2, opísaný 
v rovnici (1.2-3) [3] .  
 𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 + 𝛥𝑡
(?̇?𝑛+1 + ?̇?𝑛)
2
 . (1.2-2) 
 
𝑋𝑛+1 =
4
3
𝑋𝑛 −
1
3
𝑋𝑛−1 +
2
3
ℎ. ?̇?𝑛+1 . 
(1.2-3) 
 Vypočítaním riešenia pre daný časový krok, s využitím numerických integračných 
metód, sa programový tok v cykle vracia do bloku 9 a celý proces výpočtu je opakovaný  
pre nasledujúci časový krok, získaný z rovnice (1.2-4), tentoraz s použitím vypočítaného 
riešenia z predchádzajúceho časového kroku. 
 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝛥𝑡 (1.2-4) 
 Vytvorenie modelov priebehu stavových veličín obvodu je realizovaný preložením 
lomenej čiary cez vypočítané hodnoty stavových veličín pre každý časový krok [2] .   
Časová analýza pre nelineárne obvody 
Časová analýza pre nelineárne obvody je v princípe rovnaká ako časová analýza pre lineárne 
obvody. Rozdielom je, že okrem vonkajšieho cyklu je vykonaný aj cyklus vnútorný 
definovaný blokmi 2,5 a 6, v ktorých nelineárne prvky obvodu sú nahradené ekvivalentnými 
linearizovanými modelmi a s každým výpočtom sa kontroluje či výsledné hodnoty 
konvergujú. 
 Z obr. 4 je jasné, že pri vyššie opísanom spôsobe nájdenia aproximovaných modelov 
priebehov stavových veličín, so stúpajúcim množstvom akumulačných prvkov stúpa aj počet 
vykonaných výpočtov na jeden časový krok. Ak k tomu pripočítame dynamický časový krok 
a ručne nastaviteľné rozlíšenie - manuálne určenie maximálnej hodnoty časového kroku,  
tak pri zmene stavovej veličiny počas prechodného deja môže dôjsť k enormnému množstvu 
výpočtov, ktoré tým pádom môžu vyžadovať veľký výpočetný výkon a zaberať príliš veľa 
času. Na elimináciu tohoto problému, je vhodné nájsť spôsob ako matematické modely 
priebehov stavových veličín počas jednosmerného prechodného deja namodelovať 
a implementovať v obvodoch FPGA, ktoré sú prispôsobené pre spracovanie veľkých 
dátových tokov. O modelovaní exponenciálnej funkcie vraví nasledujúca kapitola. 
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2 Modelovanie prechodného deja  
Priebehy matematických modelov stavových veličín obvodu, získaných riešením 
diferenciálnych rovníc obvodu pomocou metódy priameho riešenia diferenciálnych rovníc 
alebo laplaceovou metódou, boli namodelované v tejto práci využitím programu Matlab 
(Matrix laboratory). 
2.1. Modelovanie prechodného deja s exponenciálnou funkciou 
Pri modelovaní priebehov funkcií, z riešení prechodných dejov z kapitoly 1.1, bol používaný 
jednoduchý set príkazov na vykreslenie jedného grafu s dvomi dátovými osami pre dve sady 
dát. Sady dát predstavovali jednotlivé funkčné hodnoty funkcií, opisujúcich prechodný dej 
stavovej veličiny obvodu, počítaný s krokovaním neznámej funkcií t, pričom krok je zadaný  
pri definovaní neznámej funkcií t. Zmenou kroku neznámej  je možné meniť rozlíšenie 
priebehu matematického modelu stavovej veličiny, ktorý predstavuje napätie a prúd 
akumulačným prvkom obvodu. Výsledné diskrétne hodnoty modelovaných funkcií  
sú po vypočítaní vynesené do grafu a preložené lomenou čiarou. 
t = tstart:T:tfinal; 
y1 = K0 + K1*exp(λ1*t) + K2*exp(λ2*t) + ... + Kn*exp(λn*t);  
y2 = K0 + K1*exp(λ1*t) + K2*exp(λ2*t) + ... + Kn*exp(λn*t); 
figure; 
plotyy (t, y1, t, y2) 
 Využitím jednoduchého skriptu popísaného vyššie, boli namodelované priebehy 
funkcií, ktoré boli získané z riešenia prechodného deja v zotrvačnom obvode z obr. 1. 
Funkcie namodelované na obr. 5 predstavujú modely funkcií (1.1.1-11 - 12) 
získané priamym riešením diferenciálnych rovníc jednoduchého RC článku na obr. 1. 
Funkcie získané riešením diferenciálnych rovníc obvodu z obr. 1 laplaceovou 
transformáciou (1.1.2-9 - 10) v programe Matlab modelované neboli, keďže išlo o totožné 
funkcie s funkciami z priameho riešenia diferenciálnych rovníc, ich modely môžeme 
považovať za totožné s modelmi na obr. 5. 
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2.2. Diskrétna aproximácia časovo spojitého systému 
Z predchádzajúcich kapitol je jasné, že pri popise prechodných dejov, vzniknutých   
pri skokovej zmene budiaceho signálu,  v analógových obvodoch dochádza k spojitej zmene 
funkcie, opisujúcej priebeh stavovej veličiny, v závislosti na spojitej časovej premennej t.  
Na modelovanie exponenciálnej funkcie v obvode FPGA, kde stavové veličiny  
nadobúdajú diskrétnych hodnôt, ktorými sú reprezentované logické a číselné hodnoty  
(spracovávaná informácia), je nutné daný spojitý priebeh stavovej veličiny diskrétne 
aproximovať. Na to slúžia rôzne prevedenia spojitej veličiny, závislej na spojitej premennej,  
na veličinu diskrétnu, závislú na diskrétnej premennej a definovanú len v diskrétnych 
časových okamihoch.  
 Takýmito prevedeniami – transformáciami, pomocou ktorých je možné vhodne 
aproximovať priebeh matematického modelu stavovej veličiny v čase je eulerová metóda 
(dopredná a spätná) a bilineárna transformácia, využívajúca lichobežníkové pravidlo 
 Keďže prechodný dej, nie je jav harmonický ani periodický, frekvenčné vlastnosti 
nasledujúcich metód sú zanedbané a bude načrtnutá ich podstata, výsledná stabilita  
a chyba pre každú metódu.  
  
Obr. 5  Model funkcie napätia a prúdu z riešenia prechodného deja RC 
článku namodelovaný pomocou využitia exponenciálnej funkcie v programe 
Matlab 
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 Eulerová  metóda 
Numerická metóda používaná na nájdenie aproximácie riešenia diferenciálnych rovníc 
s danými počiatočnými podmienkami. Ide o numerickú metódu 1. rádu, čo znamená, 
že globálna chyba je proporcionálna časovému kroku (T) a lokálna chyba je proporcionálna 
druhej mocnine zvoleného časového kroku (T 2). Vyjadrenie eulerovej metódy je možné 
získať vyjadrením spojitej funkcie fc(t) v okolí bodu t0 použitým taylorového rozvoja. 
Zanedbaním derivácií druhého a vyšších rádov dostaneme taylorov polynóm v tvare 
 𝑓𝐶(𝑡0 + 𝑇) =  𝑓𝐶(𝑡0) + 𝑇𝑓𝐶
′(𝑡0) +
1
2
𝑇2𝑓𝐶
′′(𝑡0) + 𝑂(𝑇). (2.2.1-1) 
Kde fc‘(t0), fc‘‘(t0) predstavuje prvú a druhú deriváciu funkcie fc(t0) v čase t0, fc(t0 + T)  
je funkčnou hodnotou funkcie fc(t) v nasledujúcom časovom kroku (t0 + T). Funkcia O(T) 
predstavuje globálnu chybu. 
Chyba eulerovej metódy 
 Lokálna chyba (LTE – local trucnation error)  v rovnici (2.2.1-1) je vyjadrená 
výrazom (2.2.1-2) ako tvar zostatku, ktorý vzniká pri každom jednom kroku iterácie. 
 𝐿𝑇𝐸 =
1
2
𝑇2𝑓𝐶
′′(𝑡0) (2.2.1-2) 
 Globálna chyba (GTE – global truncation error) naopak rastie s každým krokom  
v sekvencií a časom môže dôjsť k jej akumulácií na nezanedbateľnú hodnotu. Pre dostatočné 
malý časový krok T, je funkcia opisujúca globálnu chybu závislá len na hodnote zvoleného 
časového kroku a je k nemu približne proporcionálna. 
 Lokálnu chybu a globálnu chybu je možné znížiť voľbou čo najmenšieho časového 
kroku T [4] [5] .  
 Eulerová metóda zastrešuje dve metódy aproximácie diferenciálnych rovníc,  
ktorými sú spätná eulerová metóda a dopredná eulerová metóda. Ako už z ich názvu vyplýva 
ide o numerické metódy, pri ktorých sa pozeráme na vypočítané hodnoty buď dopredne 
v čase u doprednej eulerovej metódy alebo spätne v čase pri spätnej eulerovej metóde. 
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Dopredná eulerová metóda 
Dopredná eulerová metóda (anglicky Forward euler method) je numerická metóda riešenia 
diferenciálnych rovníc, ktorej úlohou je nájsť aproximáciu k riešeniu diferenciálnej rovnice. 
Princípom tejto metódy je aproximácia spojitej veličiny fc (t) diskrétnou veličinou fd [n].  
Ide o substitúciu 
 𝑓𝐶(𝑡) ≈ 𝑓𝐶(𝑛𝑇) =  𝑓𝑑[𝑛] . (2.2.1-3) 
Kde nT  je diskrétnou aproximáciou pre spojitú premennú t z funkcie fc(t). 
 Dopredná eulerová metóda apoximuje funkciu s použitím diskrétnych hodnôt 
funkcie, a to tak, že sa na nich pozerám dopredu v čase. S použitím tejto znalosti, môžeme 
pre prvú deriváciu, na základe jej všeobecnej definície, napísať  
 𝑓′𝐶(𝑡) ≈
𝑓𝐶(𝑡+𝑇)−𝑓𝐶(𝑡)
𝑇
  (2.2.1-4) 
Dosadením nT za t do rovnice (2.2.1-4) nám vyjde diskrétna aproximácia derivácie v tvare 
 𝑓′𝐶(𝑛𝑇) ≈
𝑓𝑐(𝑛𝑇+𝑇)−𝑓𝑐(𝑛𝑇)
𝑇
=
𝑓𝑐((𝑛+1)𝑇)−𝑓𝑐(𝑛𝑇)
𝑇
 →   
𝑓𝑑[𝑛+1]−𝑓𝑑[𝑛]
𝑇
  (2.2.1-5) 
Obdobný postup je aplikovateľný aj pre vyššie derivácie. Napríklad pre druhú deriváciu 
spojitej veličiny fc (t) platí 
 
𝑓′′
𝐶
(𝑡) ≈
𝑓𝑐(𝑡+2𝑇)−𝑓𝑐(𝑡+𝑇)
𝑇
 − 
𝑓𝑐(𝑡+𝑇)−𝑓𝑐(𝑡)
𝑇
𝑇
 = 
=
𝑓𝑐(𝑡+2𝑇) − 2𝑓𝑐(𝑡+𝑇) + 𝑓𝑐(𝑡)
𝑇2
   →     
𝑓𝑑[𝑛+2] − 2𝑓𝑑[𝑛+1]+ 𝑓𝑑[𝑛]
𝑇2
  
( 2.2.1-6) 
Stabilita doprednej eulerovej metódy 
Doprednou eulerovou metódou sa aproximuje spojitá funkcia funkciou diskrétnou  
(ide o diskrétne vyjadrenie časovo spojitého systému systémom časovo diskrétnym).  
Na základe toho, pre túto aproximáciu existuje transformačný vzťah medzi p-rovinou 
a z-rovinou, v tvare 
 𝑝 =
𝑧 − 1
𝑇
   →     𝑧 = 1 + 𝑝𝑇  (2.2.1-7) 
 Oblasť stability doprednej eulerovej metódy je na obr. 6 (vpravo). Z obrázku  
je vidieť, že celá polrovina stability spojitého systému (obr. 6 vľavo šrafovaným)  
v p-rovine je využitým transformácie namapovaná do polroviny, obsahujúcej jednotkový 
kruh, (obr. 6 vpravo šrafovaným) v z-rovine [5] [6]. 
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 Z rovnice (2.2.1-7) je vidieť, že polohu pólov u diskrétneho systému je možné 
použitím tejto metódy meniť vhodnou voľbou časového kroku  T. Keďže spojitý systém  
je stabilný iba vtedy, ak sa jeho póly v  rovine p nachádzajú vľavo od imaginárnej osi 
a systém diskrétny je stabilný iba vtedy, ak sa jeho póly nachádzajú vnútri jednotkovej 
kružnice so stredom v počiatku súradnicovej sústavy. Na základe toho je možné povedať,  
že použitím tejto transformácie a vhodnou voľbou časového kroku T, môžu nastať 3 prípady: 
1. Spojitý systém a diskrétny systém sú nestabilné. 
2. Spojitý systém a diskrétny systém sú stabilné. 
3. Spojitý systém je stabilný a diskrétny systém je nestabilný. 
 
Obr. 6  Pretransformovanie oblasti stability pre spojitý systém (vľavo šrafovaným) 
do polroviny v z rovine (vpravo šrafovaným) použitím transformačného vzťahu  
pre doprednú eulerovú metódu, spolu s vyznačenou oblasťou možnej nestability  
(pri premapovaní pólov) pre diskrétny systém (vľavo červeným šrafovaným) 
 Keďže lokálna, globálna chyba a polohy pólov diskrétneho systému pri použitý 
doprednej eulerovej metódy, sú závislé na voľbe časového kroku T, môžu nastať prípady,  
kedy jej nevhodnou voľbou sa dosiahne dostatočne malá chyba ale stabilita výsledného 
diskrétneho systému opísaného výslednou rekurentnou postupnosťou bude nedostatočná  
pre získanie akýchkoľvek hodnôt, ktorými by priebeh stavových veličín obvodu bolo možné 
aproximovať (póly diskrétneho systému sa nachádzajú mimo jednotkovej kružnice).  
To znamená, že pri voľbe vhodnej hodnoty časového kroku T, by sa musela brať v úvahu,  
okrem výslednej maximálnej chyby aproximovanej hodnoty od reálnej, aj poloha pólov 
výsledného diskrétneho systému, čo by mohlo značne komplikovať voľbu vhodného 
časového kroku. Tento problém z časti rieši spätná eulerová metóda. 
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Spätná eulerová metóda 
Spätná eulerová metóda (anglicky Backward euler method) je metóda podobná doprednej 
eulerovej metóde, pri ktorej jediným rozdielom je, že u aproximácií spojitej funkcie fc (t) 
diskrétnou funkciou fd [n] berieme v úvahu vopred známe alebo vypočítané hodnoty 
diskrétnej funkcie – na diskrétne hodnoty sa pozeráme dozadu v čase. Na prvý pohľad  
sa nezdá, že ide o veľký rozdiel, ale spätná eulerová metóda je oveľa stabilnejšia metóda 
aproximácie, čo sa týka stability diskrétneho systému, než dopredná eulerová metóda.  
 U tejto metódy sú využívané vopred vypočítané (alebo vopred známe) hodnoty 
diskrétnej funkcie nato, aby sa určili hodnoty v čase nT, preto pre prvú deriváciu môžeme 
napísať 
 𝑓
′
𝐶(𝑡) ≈
𝑓𝐶(𝑡)−𝑓𝐶(𝑡−𝑇)
𝑇
 . (2.2.1-8) 
 Dosadením diskrétneho časového kroku nT za spojitý čas t a substitúciou  
fd[n] za fc(nT), podobne ako u doprednej eulerovej metódy, nám vyjde 
 𝑓′𝐶(𝑛𝑇) ≈
𝑓𝑑[𝑛]−𝑓𝑑[𝑛−1]
𝑇
 . (2.2.1-9) 
 Obdobný postup je aplikovateľný aj pre vyššie derivácie. Napríklad pre druhú 
deriváciu spojitej veličiny fc (t), nám vyjde  
 𝑓′′𝐶(𝑛𝑇) ≈
𝑓𝑑[𝑛] − 2𝑓𝑑[𝑛−1]+ 𝑓𝑑[𝑛−2]
𝑇2
 .  (2.2.1-10) 
Stabilita spätnej eulerovej metódy 
Transformačný vzťah spätnej eulerovej metódy je v rovnici (2.2.1-11) . 
 𝑝 =
𝑧 − 1
𝑧𝑇
→  𝑧 =
1
1 − 𝑝𝑇
  (2.2.1-11) 
 Oblasť stability spätnej eulerovej metódy je na obr. 7 (vpravo). Z obrázku je vidieť,  
že celá polrovina stability spojitého systému (obr. 7 vľavo šrafovaným) v p-rovine  
je využitým aproximácie namapovaná do roviny v tvare malého kruhu vo vnútri 
jednotkového kruhu (obr. 7 vpravo šrafovaným) v z-rovine [5] [6]. 
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 Na základe podmienok stability pre diskrétny a spojitý systém (viď. stabilita 
doprednej eulerovej metódy), je možné povedať, že použitím tejto metódy a vhodnou voľbou  
časového kroku T, sa póly spojitého systému namapujú na póly diskrétneho systému   
(rovnica (2.2.1-11)), pričom na základe ich polohy (obr. 7), môžu nastať 3 prípady: 
1. Spojitý systém a diskrétny systém sú nestabilné. 
2. Spojitý systém a diskrétny systém sú stabilné. 
3. Spojitý systém je nestabilný a diskrétny systém je stabilný. 
 
 
Obr. 7  Pretransformovanie oblasti stability spojitého systému (vľavo šrafovaným)  
do uzavretej roviny v z rovine (vpravo šrafovaným) použitím transformačného vzťahu  
pre spätnú eulerovú metódu 
 Aproximáciou spojitého systému pomocou tejto metódy sa odstránil problém,  
kedy by bola dosiahnutá dostatočne malá chyba ale stabilita výsledného diskrétneho systému 
by mohla byť nedostatočná pre získanie akýchkoľvek hodnôt avšak pri vyšetrovaní stability  
tejto metódy naopak vznikol opačný problém, pri ktorom by znovu zlou voľbou časového 
kroku T mohlo dôjsť k tomu, že diskrétny systém by bol stabilný (póly diskrétneho systému 
sú vo vnútri jednotkovej kružnice) pričom spojitý systém naopak nestabilný (póly spojitého 
systému sú vpravo od imaginárnej osi). Pri tomto probléme by sa znovu, pri voľbe časového 
kroku T, muselo brať v úvahu viacero faktorov, než len výsledná chyba použitej metódy. 
Metóda, ktorá by problémom so stabilitou pri nevhodnom výbere časového kroku úplne 
predchádzala, a to aplikovaním vhodnej metódy numerickej integrácie je Tustinová metóda 
(známa tiež aj pod názvom bilineárna transformácia). 
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 Bilineárna transformácia 
Bilineárna transformácia (anglicky bilinear transform) (tiež známa ako Tustinová metóda)  
je ďalšou metódou, pomocou ktorej je možné nájsť diskrétnu aproximáciu spojitej funkcie 
fc (t) vo forme diskrétnej funkcie fd [n]. Rozdielom medzi bilineárnou transformáciou  
a eulerovou metódou je, že okrem reprezentácie aproximovanej derivácie vo forme 
diferencie je zároveň založená na lichobežníkovom pravidle (trapezoidal rule), pomocou 
ktorého sa neuvažuje o derivácií dopredne ani spätne, ako tomu bolo  u dvoch variáciách 
eulerovej metódy, ale symetricky v čase.  
 Podstatou transformácie je využitie lichobežníkového pravidla na vnútenie 
pravdivosti diferenciálnej funkcie medzi bodmi sekvencie hodnôt z diferenčnej funkcie  
na výstupe diskrétneho systému. Narozdiel od doprednej alebo spätnej eulerovej metódy,  
kedy sme vnútili pravdivosť diferenciálnej funkcií v celočíselných násobkoch časového 
kroku (nT) - čo nám umožnilo počítať deriváciu pozeraním na hodnoty dopredu alebo spätne 
v čase, využitím lichobežníkového pravidla je diferenciálnej funkcií vnútená pravdivosť 
medzi diskrétnymi hodnotami z diferenčnej funkcie [6]. 
 Výstupný časovo spojitý signál je priemerom susedných dvoch hodnôt  
zo sekvencie hodnôt z diferenčnej funkcie, v tvare 
 𝑓𝐶 ((𝑛 −
1
2
) 𝑇) ≈
𝑓𝑑[𝑛]+𝑓𝑑[𝑛−1]
2
. (2.2.2-1) 
 Derivácia je vyjadrená ako diferencia dvoch susedných hodnôt zo sekvencie hodnôt 
z diferenčnej funkcie podelená časovým krokom T, v tvare 
 𝑓′𝐶(𝑛𝑇) ≈
𝑓𝑑[𝑛]−𝑓𝑑[𝑛−1] 
𝑇
 , (2.2.2-2) 
 Vnútenie pravdivosti diferenciálnej rovnice v bodoch medzi hodnotami z diferenčnej 
funkcie – aplikácia lichobežníkového pravidla – vzniká centrovaná diferencia,  
ktorá je definovaná ako 
 
𝑓𝑑[𝑛]+𝑓𝑑[𝑛−1]
2
=
𝑓𝑑[𝑛]−𝑓𝑑[𝑛−1] 
𝑇
 . (2.2.2-3) 
Pozn.: Znamená to, že hodnoty výstupného signálu diskrétneho systému sú spriemerované. 
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Chyba bilineárnej transformácie 
Bilineárna transformácia okrem aproximácie derivácie diferenciou, zároveň aplikuje 
 lichobežníkové pravidlo. Ide o metódu numerickej integrácie druhého rádu, čo znamená,  
že lokálna chyba tejto metódy je proporcionálna tretej mocnine zvoleného časového kroku 
(T 3) a globálna chyba druhej mocnine zvoleného časového kroku (T 2) [7] . 
Lokálna chyba je vyjadrená v rovnici (2.2.2-4). 
 𝐿𝑇𝐸 =
1
12
𝑇3𝑓𝐶
′′′(𝑡0) (2.2.2-4) 
Globálna chyba je vyjadrená funkciou O(T 2) a je približné proporcionálna druhej mocnine 
zvoleného časového kroku T. 
Lokálnu a globálnu chybu je možné znížiť voľbou čo najmenšieho časového kroku T . 
Stabilita bilineárnej transformácie 
Transformačný vzťah medzi p-rovinou a z-rovinou bilineárnej transformácie má tvar 
 𝑝 =
2
𝑇
𝑧−1
𝑧+1
→  𝑧 =
2+𝑝𝑇
2−𝑝𝑇
 . (2.2.2-5) 
 Oblasť stability bilineárnej transformácie je na obr. 8 (vpravo). Z obrázku je vidieť,  
že celá rovina stability spojitého systému (obr. 8 vľavo šrafovaným) v p-rovine je využitým 
transformácie namapovaná do jednotkového kruhu (obr. 8 vpravo šrafovaným) v z-rovine 
[6]. 
 Z podmienok stability pre diskrétny a spojitý systém môžeme povedať, že použitým  
bilineárnej transformácie a vhodnou voľbou časového kroku T, sa nám póly spojitého 
systému namapujú na póly diskrétneho systému, pričom na základe ich polohy (obr. 8) môžu 
nastať dva prípady: 
1. Spojitý systém a diskrétny systém sú nestabilné. 
2. Spojitý systém a diskrétny systém sú stabilné. 
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Obr. 8  Pretransformovanie oblasti stability pre spojitý systém (vľavo šrafovaným)  
do z roviny (vpravo šrafovaným) pri použití bilineárnej transformácie 
 Aplikáciou bilineárnej transformácie odpadáva problém, s voľbou vhodnej hodnoty 
časového kroku T, kedy je spojitý systém stabilný a diskrétny systém nestabilný  
alebo naopak spojitý systém nestabilný a diskrétny systém stabilný, ako tomu  
je u jednotlivých variáciách eulerovej metódy. Keďže u tejto metódy dôjde k namapovaniu 
celej polroviny stability spojitého systému do jednotkovej kružnice stability diskrétneho 
systému (obr. 8), tak stačí aby bol navrhnutý spojitý systém stabilný a stabilita diskrétneho 
systému je automaticky zaručená. Takže pri výbere časového kroku T, je postačujúce 
uvažovať iba o celkovej chybe aproximovanej hodnoty od reálnej a prispôsobovať  
jeho hodnoty tak, aby bola pre aplikáciu dostačujúca. 
 Keďže prechodný dej je daný len počiatočnými podmienkami, od ktorý sa vyvíjajú 
nasledujúce hodnoty funkcie, aplikácia doprednej eulerovej metódy v tomto prípade nebude 
možná, keďže nie sú k výpočtu k dispozícií žiadne hodnoty, na ktoré by sa dalo pozerať 
dopredne v čase. Z toho dôvodu dôjde v nasledujúcej časti k aplikácií len spätnej eulerovej 
metódy a bilineárnej transformácie. 
 Majme jednoduchý RC – článok aký je na obr. 1, pri ktorom je uvážené,  
že v čase t = 0s sa zopne spínač S1 a spínač S2 svoj stav nikdy nezmení. Prenosová funkcia 
pre napätie v operátorovej notácií laplaceovej transformácie tohoto obvodu pre čas t > 0s, 
má tvar 
 𝐾𝑢(𝑝)𝑈𝑐 =
𝑈𝑐(𝑝)
𝑈𝑧(𝑝)
=
1
𝑝(𝑅𝐶) + 1
 . (2.2.2-6) 
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 Aplikovaním transformačných vzťahov pre spätnú eulerovú metódu (S.E.M.)  
(2.2.1-11) a bilineárnu transformáciu (B.T.) (2.2-2-5)  na prenosovú funkciu obvodu  
(2.2-2-6), dostávame 
 𝐾𝑢−𝑆.𝐸.𝑀.(𝑧) =
𝑈𝐶(𝑧)
𝑈𝑍(𝑧)
=
1
(
𝑧−1
𝑧𝑇
)(𝑅𝐶)+1
=  
𝑇
(𝑇+𝑅𝐶) − (𝑅𝐶)𝑧−1
  (2.2.2-7) 
 𝐾𝑢−𝐵.𝑇.(𝑧) =
𝑈𝐶(𝑧)
𝑈𝑍(𝑧)
=
1
(
2
𝑇
𝑧−1
𝑧+1
)(𝑅𝐶)+1
=  
𝑇 + (𝑇)𝑧−1
(2𝑅𝐶+𝑇) + (𝑇−2𝑅𝐶)𝑧−1
  (2.2.2-8) 
Následnou úpravou rovníc (2.2.2-7 - 8), získavame 
 (𝑇 + 𝑅𝐶). [𝑈𝐶(𝑧)]  −  (𝑅𝐶). [𝑧
−1𝑈𝐶(𝑧)]  =  (𝑇). [𝑈𝑍(𝑧)]  (2.2.2-9) 
 (2𝑅𝐶 + 𝑇). [𝑈𝐶(𝑧)] +  (𝑇 − 2𝑅𝐶). [𝑧
−1𝑈𝐶(𝑧)]  =  (𝑇). [𝑈𝑍(𝑧)] +  (𝑇). [𝑧
−1𝑈𝑍(𝑧)]  (2.2.2-10) 
Prevedením spätnej z-transformácie rovníc (2.2.2-9 - 10), dostávame 
 (𝑇 + 𝑅𝐶). 𝑈𝐶[𝑛]  −  (𝑅𝐶). 𝑈𝐶 [𝑛 − 1]   =  (𝑇). 𝑈𝑍[𝑛]  (2.2.2-11) 
 (2𝑅𝐶 + 𝑇). 𝑈𝐶[𝑛] +  (𝑇 − 2𝑅𝐶). 𝑈𝐶[𝑛 − 1] =  (𝑇). 𝑈𝑍[𝑛] +  (𝑇). 𝑈𝑍[𝑛 − 1]  (2.2.2-12) 
Po úprave rovníc (2.2.2-11 - 12), získame postupnosti v tvare 
 𝑈𝐶−𝑆.𝐸.𝑀.[𝑛]   =  
(𝑇)
(𝑇 + 𝑅𝐶)
. 𝑈𝑍[𝑛] +  
(𝑅𝐶)
(𝑇 + 𝑅𝐶)
. 𝑈𝐶[𝑛 − 1]  (2.2.2-13) 
 𝑈𝐶−𝐵.𝑇.[𝑛]  =  
(𝑇)
(2𝑅𝐶 + 𝑇)
. 𝑈𝑍[𝑛] +  
(𝑇)
(2𝑅𝐶 + 𝑇)
. 𝑈𝑍[𝑛 − 1] +  
(2𝑅𝐶 − 𝑇)
(2𝑅𝐶 + 𝑇)
. 𝑈𝐶[𝑛 − 1]  (2.2.2-14) 
Kde UC-S.E.M./B.T.[n] predstavujú neznámu hodnotu v postupnosti získanú použitou  
metódou a hodnotami UZ[n], UZ[n-1], UC[n-1], ktoré sú vypočítané v predchádzajúcej 
sekvencií (alebo ide o počiatočné podmienky) alebo ide o hodnoty napätia zdroja pre súčasnú 
sekvenciu (UZ[n]). Dosadením hodnôt za R a C z obr. 1 do rovníc (2.2.2.-13 - 14) nám vyjde 
 𝑈𝐶−𝑆.𝐸.𝑀.[𝑛]   =  
(𝑇)
(𝑇 + 5. 10−3)
. 𝑈𝑍[𝑛]  + 
(5. 10−3)
(𝑇 + 5. 10−3)
. 𝑈𝐶[𝑛 − 1]  (2.2.2-15) 
 𝑈𝐶−𝐵.𝑇.[𝑛]  =  
(𝑇)
(1. 10−2 + 𝑇)
. 𝑈𝑍[𝑛] +
(𝑇)
(1. 10−2 + 𝑇)
. 𝑈𝑍[𝑛 − 1] −
(𝑇 − 1. 10−2)
(1. 10−2 + 𝑇)
. 𝑈𝐶[𝑛 − 1] . (2.2.2-16) 
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Obr. 9  Namodelované priebehy exponenciálnej funkcie (Uexp.) a postupností získaných 
aplikáciou spätnej eulerovej metódy  (UC-S.E.M.) a bilineárnej transformácie (UC-B.T.)  
pre časový krok a) T = 100µs b) T = 500µs 
 Na obr. 9 je možné vidieť namodelované priebehy rovníc (2.2.2-15 - 16) spolu 
s namodelovaným priebehom exponenciálnej funkcie (Ureal) (1.1.1-11) pre dve hodnoty 
časového kroku, pričom o hodnotách funkcie Ureal, sa uvažuje ako o referenčných v každom 
bode výpočtu. 
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Porovnaním obr. 9 a), b) je možné vidieť, že aproximované hodnoty získané pomocou 
bilineárnej transformácie konvergujú k referenčnej hodnote viac než aproximované  
hodnoty získané eulerovou transformáciou, pričom rýchlosť akou konvergujú  
je možné zväčšiť dostatočne malým časovým krokom T. Je to z dôvodu toho,  
že bilineárna transformácia, využívajúca lichobežníkove pravidlo, má globálnu chybu 
proporcionálnu k T 2 zatiaľ čo u eulerovej metódy je globálna chyba proporcionálna k T. 
 Na základe rýchlejšej konvergencie hodnôt z postupností získaných aplikáciou 
bilineárnej transformácie, pri zvolenom časovom kroku, spolu s vhodnejším mapovaním 
polroviny stability spojitého systému do roviny stability diskrétneho systému  
(nie je nutná úvaha o vhodnosti hodnoty časového kroku T z hľadiska stability) je bilineárna 
transformácia vhodnejšia metóda pre implementáciu do obvodov FPGA než spätná eulerová 
metóda. 
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3 Implementácia modelu exponenciálnej 
funkcie v obvode ASIC a FPGA  
3.1. Reprezentácia reálnych čísel v digitálnom obvode 
V predchádzajúcej kapitole boli priblížené metódy, s pomocou ktorých je možné postupne 
namodelovať aproximovaný priebeh stavovej veličiny pri prechodnom deji na každom 
zotrvačnom prvku akumulačného obvodu. Nato aby bolo možné tento spôsob modelovania 
implementovať v digitálnom obvode je nutné vedieť ako jednotlivé reálne hodnoty 
koeficientov a diskrétnych premenných v postupnostiach, získaných danou aproximačnou 
metódou, budú reprezentované v digitálnom obvode. Existuje niekoľko typov reprezentácií 
čísiel v digitálnych obvodoch, ako 
 BCD (Binary-Coded Decimal) – kódovanie decimálnych čísel, kde každé číslo  
je reprezentované unikátnou binárnou sekvenciou. 
 LNS (logarithmic Number System) – kódovanie, kde je každé číslo 
reprezentované logaritmom zo svojej absolútnej hodnoty. 
 Čísla s pevnou rádovou čiarkou (fixed-point representation) – kódovanie,  
kde každé číslo z daného rozsahu je možné reprezentovať iba s presnosťou danou 
počtom použitých bitov a polohou rádovej čiarky, ktorá sa spravidla nemení. 
 Čísla s plávajúcou rádovou čiarkou (floating-point representation) – kódovanie, 
kde každé číslo zvlášť nesie informáciu o svojej približnej hodnote a polohe 
rádovej čiarky.  
Každá reprezentácia je zvlášť vhodná pre rôzne aplikácie.  Najznámejšími a v praxi často 
využívanými reprezentáciami reálnych čísel v digitálnych obvodoch sú čísla s pevnou 
a plávajúcou rádovou čiarkou. 
 Čísla s pevnou rádovou čiarkou 
Čísla s pevnou rádovou čiarkou (anglicky fixed point numbers) sú datatypom používaným  
na približnú reprezentáciu reálnych čísel vo forme racionálnych čísel (t. j. čísel s konečným 
alebo periodickým desatinným rozvojom, ktoré je možné vyjadriť zlomkom (3.1.1-1)).  
 
𝑋𝐹𝑋 =
𝑎
𝑏
 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍;    𝑏 ≠ 0  
(3.1.1-1) 
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 Reprezentácia reálneho čísla vo formáte čísla s pevnou rádovou čiarkou  
je len približná, kvôli pevnému (fixnému) počtu bitov pred a za desatinnou čiarkou, pričom 
presnosť (najmä u reprezentácie iracionálneho čísla alebo racionálneho čísla, s relatívne 
veľkým alebo periodickým desatinným rozvojom) je daná počtom bitov a polohou rádovej 
čiarky. 
 Reprezentácia kladných reálnych racionálnych čísiel vo formáte čísla s pevnou 
rádovou čiarkou medzi 3 a 4 bitom, by vyzerala podobne ako v tabuľke 1. Je vidieť,  
že maximálny rozsah hodnôt reprezentovaných čísel, daný bitovým rozsahom a polohou 
rádovej čiarky, je (31,875; 0). 
Tabuľka 1  Realizácia 8 bitovej reprezentácie čísla s pevnou rádovou čiarkou 
Pozícia bitu 8 7 6 5 4 3 2 1 
Váha bitu 24 23 22 21 20 2-1 2-2 2-3 
Desiatková váha bitu 16 8 4 2 1 0,5 0,25 0,125 
 Z praktického hľadiska výhodou reprezentácie reálnych čísel vo formáte čísla 
s pevnou rádovou čiarkou je pevne umiestnená binárna rádová čiarka. S pevným 
umiestnením rádovej čiarky si môže obvod, pracujúci s týmto formátom čísiel, zanechať 
relatívne jednoduchú štruktúru. Ďalšou výhodou je vopred daná alebo podľa 
potreby navrhnutá presnosť reprezentácie reálneho čísla, ktorá však stále musí  
byť v kompromise s bitovou šírkou formátu čísla s pevnou rádovou čiarkou (keďže platí  
čím väčšia bitová šírka, tým väčšia presnosť alebo rozsah reprezentovateľných čísel - závisí  
to podľa polohy rádovej čiarky). S nutnosťou pevnej bitovej šírky pri tejto reprezentácií  
sú však spojené aj viaceré nevýhody ako nevhodnosť reprezentácie tam, kde je veľký 
dynamický rozsah čísla (obvod spracováva čísla s príliš malou alebo príliš veľkou hodnotou) 
alebo ak nie je vopred známy rozsah spracovávaných čísel (nutnosť veľkej bitovej šírky 
čísiel s pevnou rádovou čiarkou). Keďže exponenciálna funkcia opisujúca priebeh stavovej 
veličiny počas prechodného deja môže nadobúdať ľubovoľne reálne hodnoty, je nutné  
mať pri výpočte aproximovaných hodnôt exponenciálnej funkcie k dispozícií čo najväčší 
dynamický rozsah s čo najväčšou presnosťou reprezentovaného čísla v celom rozsahu 
reprezentovateľných čísiel v danom formáte. Tieto podmienky najlepšie spĺňa reprezentácia 
čísiel vo formáte  plávajúcej rádovej čiarky [8]. 
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 Čísla s plávajúcou rádovou čiarkou  
Čísla s plávajúcou (pohyblivou) rádovou (anglicky floating point numbers) čiarkou  
sú digitálnou reprezentáciou čísel určitou podmnožinou racionálnych čísel,  
ktorá sa v digitálnych obvodoch používa na aproximáciu takmer ľubovoľného reálneho čísla. 
Štandard pre aritmetiku čísel s plávajúcou rádovou čiarkou IEEE 754 zaviedol do praxe  
digitálnu reprezentáciu aproximovaných reálnych čísel s veľký dynamickým rozsahom čísiel  
a s pomerne zachovanou konštantnou presnosťou reprezentácie v celom rozsahu. 
Ide o najefektívnejšou formu reprezentácie čísiel vzhľadom k presnosti, šírke rozsahu 
reprezentovaných čísel a počte potrebných bitov. Vo všeobecnosti sa u tejto reprezentácie 
využíva princípu, že každé reálne číslo (racionálne aj iracionálne) je možno s istou 
presnosťou reprezentovať v tvare 
 𝑚 ∗ β𝑒, (3.1.2-1) 
Kde m (pre ktoré spravidla platí |m| ≤ β) je mantisa (anglicky significant), β je základ 
exponentu (anglicky radix) a e predstavuje exponent.  
 Akékoľvek reálne číslo x reprezentované vo formáte čísla s plávajúcou rádovou 
čiarkou, definované štandardom IEEE 754 má aspoň jednu neunikátnu reprezentáciu  
(s, e, m) v tvare 
 x = (−1)𝑠 ∗ β𝑒 ∗ 𝑚 (3.1.2-2) 
Pričom platí   𝑠 ∈  {0,1};   𝛽 = 2;    0 ≤ 𝑚 <  𝛽;   𝑒𝑚𝑖𝑛  ≤ 𝑒 ≤ 𝑒𝑚𝑎𝑥. 
 Kde s reprezentuje znamienko čísla, β je použitý základ exponenciálneho čísla,  
e značí exponent a m je normalizovaná mantisa (jej hodnota je menšia ako použitý základ 
exponentu čísla s plávajúcou rádovou čiarkou). Zo zápisu (3.1.2-2) je možné čiastočne 
vidieť, že  číslo s plávajúcou rádovou čiarkou je (čiastočne) charakterizované štyrmi 
parametrami. 
 Základ exponenciálneho čísla β ≥ 2 
 Dve krajné hodnoty exponentu emin a emax, pričom emin < emax (resp. pre všetky 
praktické prípady  emin < 0 < emax) 
 Presnosť p ≥ 2 (v hrubom poňatí je p číslo rovné počtu bitov, v ktorých sa mantisa 
m reprezentuje) 
 
32 
 
 Štandard IEEE 754 definuje dva základné formáty čísla s plávajúcou rádovou 
čiarkou, jednoduchá presnosť (anglicky single precision) a dvojitá presnosť  (anglicky 
double precision), ku ktorým existujú rozšírené formáty (anglicky extended format).  
V tabuľke 2 sú  dané počty bitov pre jednotlivé najviac používané formáty štandardu  
IEEE 754. Poradie začína znamienkom (s – anglicky sign) ako najvýznamnejší bit, 
nasledovaný exponentom (e), ktorého hodnota je posunutá o príslušnú konštantnú hodnotu 
(stĺpec „Posunutie exponentu (b – anglicky exponent bias)”) danú pre každý typ formátu 
zvlášť, za ktorým nasleduje mantisa (m – anglicky mantisa alebo significant),  
s uplatnením konvencie skrytého bitu (anglicky hidden bit).  
Tabuľka 2  Bitové veľkosti najpoužívanejších formátov špecifikovaných v štandarde  
IEEE 754, spolu s celočíselnými hodnotami pre posuv hodnoty exponentu pre každý formát 
Formát 
Počet 
bitov 
Znamienko  
(s) 
Exponent  
(be) 
Mantisa 
(p-1) 
Posunutie 
exponentu (b) 
Single precision 32 1 8 23 127 
Double precision 64 1 11 52 1023 
Double-extended (IA32) 80 1 15 64 16383 
V tabuľke 3.1.2-2 je možné vidieť extrémne hodnoty reprezentovateľné v daných formátoch. 
Tabuľka 3  Extrémne hodnoty vo formátoch IEEE 754 štandardu 
Format 
Najmenšie subnormálne 
pozitívne číslo 
2𝑒𝑚𝑖𝑛+1−𝑝 
Najmenšie normálne 
pozitívne číslo 
2𝑒𝑚𝑖𝑛 
Maximálne normálne 
pozitívne číslo 
2𝑒𝑚𝑎𝑥(2 − 21−𝑝) 
Single precision 
2−126−23 
≈ 1.401 ∗ 10−45 
2−126 
≈ 1.175 ∗ 10−38 
2127 ∗ (2 − 2−23) 
≈ 3.403 ∗ 1038 
Double precision 
2−1022−52 
≈ 4.941 ∗ 10−324 
2−1022 
≈ 2.225 ∗ 10−308 
21023 ∗ (2 − 2−52) 
≈ 1.798 ∗ 10308 
Double extended 
IA32 
2−16382−63 
≈ 3.645 ∗ 10−4951 
2−16382 
≈ 3.362 ∗ 10−4932 
216383 ∗ (2 − 2−63) 
≈ 1.190 ∗ 104932 
 Presnosť formátov čísiel s plávajúcou rádovou čiarkou záleží na použitej metóde 
zaokrúhlenia a použitom formáte (resp. počte bitov p, ktorými je reprezentovaná mantisa). 
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 Posunutie exponentu (anglicky exponent bias) je reprezentované rovnicou  
 𝑒𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝑒𝑏𝑖𝑎𝑠𝑒𝑑 − 𝑏 , (3.1.2-3) 
 𝑏 = 2(𝑏𝑒−1) − 1 . (3.1.2-4) 
Kde be vyjadruje počet bitov, ktorými je exponent reprezentovaný. Hodnota ebiased vyjadruje 
posunutý exponent, čo znamená, že reálna hodnota exponentu ereal z rozmedzia emin až emax  
je reprezentovaná číslom ebiased, ktorého hodnota je rozmedzí 1 a (2(be) − 2) = 111 … 1102. 
Použitie posunutia exponentu zjednodušuje niektoré úkony s číslom vo formáte plávajúcej 
rádovej čiarky (oproti použitiu dvojkového doplnku v exponente) a umožňuje jednoduchú 
reprezentáciu pozitívnych a negatívnych exponentov. 
 Konvencia skrytého bitu je aplikovaná vo formátoch jednoduchej a dvojitej 
presnosti čísla s plávajúcou rádovou čiarkou  a je založená na princípe, že každé číslo 
uložené v daných formátoch so základom exponentu 2, má hodnotu mantisy normalizovanú. 
Normalizovaná mantisa čísla s plávajúcou rádovou čiarkou znamená, že pred rádovou 
čiarkou je jeden bit (m0) nenulový (obr. 10), kvôli jeho konštantnej hodnote nie je spravidla 
vo vnútornej reprezentácií čísla obsiahnutý (obr. 10) - uloženie jeho hodnoty nemá praktický 
význam. Preto je mantisa v čísle reprezentovaná maximálne (p-1) bitmi (tabuľka 2). 
 Normalizovaný tvar čísla s plávajúcou rádovou čiarkou je tvar, kedy mantisa  
má pred rádovou čiarkou jediný nenulový bit. Väčšinou pri aritmetických čísla dôjde 
k pretečeniu alebo podtečeniu mantisy, ktorá sa normalizáciou – delením (bitový posuv 
vpravo) alebo násobením (bitový posuv vľavo) dvojkou, upraví na tvar, kedy pred rádovou 
čiarkou je iba nenulový - skrytý bit a k hodnote exponentu sa pričíta (delenie) alebo odčíta 
(násobenie) počet bitových posuvov mantisy. 
 
 Normalizovaný tvar čísla vyjadreného vo formáte jednoduchej presnosti plávajúcej 
rádovej čiarky s uplatnením konvencie skrytého bytu a posunutia exponentu je možné vidieť  
na obr. 10.  
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Obr. 10  Názorné kódovanie desatinného čísla 0.15625 vo formáte jednoduchej presnosti 
štandardu IEEE 754 
 Reprezentácia výnimiek súvisí hlavne s hodnotou exponentu  
reprezentovaným istým počtom bitov be, ktorými je možné celkovo reprezentovať 0 až  
(2(be) − 1) = 111 … 1112 stavov.  
 Extrémny stav hodnoty exponentu v tvare 0 = 000 … 0002 slúži na reprezentáciu  
±0 a subnormálnych čísiel (nenulových nenormalizovaných čísel s exponentom  
rovným 000 … 0002 = 0 a nulovým skrytým bitom), pomocou ktorých je možné 
reprezentovať číslo až do 2𝑒𝑚𝑖𝑛+1−𝑝 za cenu zníženej presnosti. 
 Extrémny stav hodnoty exponentu v tvare (2(be) − 1) = 111 … 1112  
je rezervovaný pre reprezentáciu nekonečna (anglicky infinity) a „nečísla“  
(anglicky Not a Number - NaN). 
 V tabuľke 4 sú uvedené príklady kódovania výnimiek vo formáte jednoduchej 
presnosti čísla s plávajúcou rádovou čiarkou. 
Tabuľka 4 Binárne kódovanie  výnimiek vo formáte  čísla s plávajúcou rádovou čiarkou 
v jednoduchej presnosti (single precision) 
Výnimka Znamienko Posunutý exponent Skrytý bit Mantisa 
-0 1 00000000 1.  00000000000000000000000 
+0 0 00000000 1.  00000000000000000000000 
-∞ 1 11111111 1.  00000000000000000000000 
+∞ 0 11111111 1.  00000000000000000000000 
NaN ľubovoľné 11111111 1.           nenulová hodnota 
Subnormálne č. ľubovoľné 00000000 0.           nenulová hodnota 
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 Pretečenie rozumieme prípad, kedy je výsledok operácie v absolútnej hodnote väčší  
než najväčšie reprezentovateľné normalizované číslo. Číslo po pretečení je reprezentované 
ako ± ∞. 
 Podtečenie je prípad, kedy je hodnota mantisy čísla vo výsledku operácie 
v absolútnej hodnote menšia než najmenšie kladné normalizované číslo. Výsledkom  
takejto operácie je ±0 alebo subnormálne číslo. 
V tabuľke 5 je možné vidieť základné operácie a prípady, ktorých výsledkom je jedna 
z výnimiek. 
Tabuľka 5  Výnimky v aritmetike štandardu IEEE 754 
Typ výnimky Príklad Výsledok 
Nedefinované operácie 0 0⁄  , 0 ∗ ∞ NaN 
Delenie nenulového čísla nulou   ± ∞ 
Pretečenie  ± ∞ 
Podtečenie  ±0, subnormálne čísla 
 Zaokrúhlenie slúži na minimalizovanie straty presnosti po prevedení aritmetických 
operácií s číslami vo formáte plávajúcej rádovej čiarky. Dobrým príkladom je násobenie 
dvoch čísel vo formáte jednoduchej presnosti, po vynásobení je mantisa výsledného  
čísla reprezentovaná dvojnásobným počtom bitov (46b), keďže výsledok môže byť 
reprezentovaný tiež len vo formáte jednoduchej presnosti, polovica bitov vzniknutej mantisy 
sa musí zahodiť (23b) – dochádza k zväčšeniu chyby (zmenšeniu presnosti) v dôsledku straty 
bitov, ktorá sa minimalizuje použitím určitej metódy zaokrúhlenia. V štandarde IEEE 754  
sú definované štyri hlavne metódy zaokrúhľovania ako zaokrúhlenie smerom k nule  
(anglicky round toward zero), zaokrúhlenie smerom k +∞ (anglicky round toward +∞), 
zaokrúhlenie smerom k -∞ (anglicky round toward -∞) a zaokrúhlenie k najbližšej párnej  
(anglicky round toward nearest even). Základnou metódou zaokrúhľovania pre čísla 
s plávajúcou rádovou čiarkou, je zaokrúhlenie k najbližšej párnej (tabuľka 3.1.2-5), ktorá je 
založená na troch dodatočných bitoch k mantise: G – guard bit, R – round bit, S – sticky bit. 
 
Obr. 11 Spôsob aplikácie zaokrúhlenia mantisy k najbližšej párnej s použitím troch 
dodatočných bitov, spolu s vyznačenými MSB (23) a  LSB (0) bitom mantisy 
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 G a R bity sú 2 bity za LSB bitom normalizovanej mantisy (obr. 11)  
 S = 1 ak nejaký bit napravo od bitu R zo zahodených bitov je nenulový 
Tabuľka 6  Pravidlá zaokrúhľovania k najbližšej párnej 
G R S LSB 
1 1 nezávisí LSB + 1 
0 0; 1 nezávisí LSB 
1 0 1 LSB + 1 
1 0 0 Špeciálny prípad 
Špeciálny prípad – zaokrúhlenie LSB na najbližšiu párnu hodnotu. 
 Ak LSB = 1, potom LSB + 1  
 Ak LSB = 0, potom bez zmeny 
 Zaokrúhľovacia chyba je ďalšou významnou chybou pri akejkoľvek aproximácií, 
ktorá tu nebude detailne rozobraná ale bude naznačená jej podstata.  Chyba spôsobená 
zaokrúhlením má pôvod pri diskrétnom vyjadrení reálnych čísel vo formáte napríklad čísla 
s plávajúcou rádovou čiarkou (floating point number). Je viditeľne prejavená napríklad 
pri odčítaní (ale aj iných aritmetických operáciách) dvoch reálnych čísiel vyjadrených  
vo formáte čísel s plávajúcou rádovou čiarkou, pričom hodnoty týchto čísel sú takmer 
identické. V tomto prípade môže byť, v dôsledku zaokrúhľovacej chyby, rozdiel dvoch čísel 
zanedbateľné malý a neskoršie konečné spracovanie výsledku (normalizácia a zaokrúhlenie) 
môže spôsobiť ďalší nárast chyby alebo všetky výsledky budú v horšom prípade 
reprezentované konštantnou hodnotou (rozdiel čísel je zaokrúhlený na nulu). 
Zaokrúhľovacia chyba môže mať zásadnú rolu v celkovom výpočte aproximácie spojitej 
funkcie, hlavne ak je znížený časový krok (T).  Pri aplikovaní bilineárnej transformácie, 
môže dôjsť pri dostatočne malej hodnote časového kroku, k javu, kedy jednotlivé hodnoty 
získané aproximáciou spojitej funkcie sú takmer totožné a po neskoršom spracovaní 
výsledku (normalizácia a zaokrúhlenie) v každom kroku, môžu v najhoršom prípade   
byť všetky reprezentované konštantnou hodnotou , čím dôjde k zlyhaniu výpočtu 
aproximácie  aj keď sme dosiahli zníženie lokálnej chyby (proporciálnej k T3 ) a globálnej 
chyby (proporciálnej k T2 ) bilineárnej transformácie. Preto je pri voľbe časového kroku T 
nutné taktiež uvažovať o použitom formáte čísiel s plávajúcou rádovou čiarkou a voliť  
pri návrhu obe hodnoty tak, aby nedošlo k prevládnutiu zaokrúhľovacej chyby a zároveň 
bola dosiahnutá čo najväčšia presnosť aproximovaných hodnôt oproti hodnotám reálnym  
[9] [10]. 
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 Čísla s plávajúcou rádovou čiarkou v obvodoch FPGA 
Exponenciálna funkcia môže nadobúdať ľubovoľné hodnoty, preto je vhodné  
pri jej modelovaní v obvode FPGA použiť čísla s plávajúcou rádovou čiarkou, ktoré majú 
pomerne väčší  rozsah reprezentovateľných čísel so zachovalou presnosťou v celom rozsahu. 
 Keďže práca s číslami vo formáte plávajúcej rádovej čiarky v obvode FPGA 
vyžaduje špecificky implementovanú a relatívne zložitú aritmetiku, model exponenciálnej 
funkcie bude namodelovaný s použitím knižnice sc_float. Knižnica sc_float je rozširujúca 
trieda pre knižnicu tried SystemC, ktorá umožňuje používať (a syntetizovať) čísla 
s plávajúcou rádovou čiarkou podľa štandardu IEEE 754 a zároveň ponúka možnosť 
definovania vlastného formátu čísla s plávajúcou rádovou čiarkou. 
 Datatyp sc_float knižnice sc_float je definovaný ako trieda jazyka C++ 
s parametrami, ktorá je kompatibilná s knižnicou tried SystemC.  Príkladom deklarácie 
datatypu sc_float je: 
sc_float<E,M> fp_num; 
 Kde parameter E predstavuje bitovú šírku exponentu (limitovanú na 32 bitov) 
a parameter M predstavuje bitovú šírku mantisy (limitovanú na 64 bitov). Tieto parametre 
musia byť zadané na úspešnú deklaráciu datatypu.  
 Knižnica tiež definuje základné aritmetické operátory (+, -, *, /) pre prácu  
s datatypom sc_float<E,M>. Okrem toho knižnica definuje dodatočné operátory  
(==, !=, >, =>, <, <=). Všetky spomenuté parametre sú syntetizovateľné nástrojom pre high 
level syntézu. Bližšie o jednotlivých operátoroch  a jednotlivých funkciách knižnice sc_float 
referuje tabuľka 7. 
 Pred použitím je možné knižnici nastaviť vnútorné parametre charakterizujúce 
presnosť elementárnych aritmetických operácií. Interval nastavenia je 〈0, 1〉. 
#define _SC_FLOAT_MULT_ACCURACY_   (odporúčaná hodnota 1.0) 
#define _SC_FLOAT_ADD_SUB_ACCURACY_  (odporúčaná hodnota 0.0) 
#define _SC_FLOAT_DIV_ACCURACY_   (odporúčaná hodnota 0.5) 
Pozn.: Parametre sa nastavujú vo vnútri knižnice a sú konštantné pre celý návrh digitálneho 
obvodu. 
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Tabuľka 7  Operátory a funkcie knižnice sc_float 
Operátory knižnice sc_float 
+, -, *, / Elementárne aritmetické operácie 
==, !=, >, =>, <, <= Základné relačné operátory 
= Operátor priradenia 
Funkcie knižnice sc_float 
sc_trace Funkcia na sledovanie signálov v návrhu 
double2sc_float Konverzná funkcia datatypu double do sc_float 
sc_float2double Konverzná funkcia datatypu sc_float do double 
int2sc_float Konverzná funkcia datatypu sc_int do sc_float 
uint2sc_float Konverzná funkcia datatypu sc_uint do sc_float 
Pozn: Funkcia double2sc_float je privátna funkcia triedy sc_float volaná len operátormi. 
 
3.2. Návrh matematického modelu aproximujúceho exponenciálnu funkciu 
Pri návrh modelu exponenciálnej funkcie bolo vychádzané z funkcie jednoduchého 
akumulačného obvodu 1. rádu pri prechodnom deji. V našom prípade ide o jednoduchý RC 
článok typu dolná priepusť (obr. 1), ktorého výstupným sledovaným prvkom je kondenzátor. 
Riešením diferenciálnej rovnice obvodu (1.1.1-7) je funkcia (1.1.1-9) majúca 
exponenciálnych priebeh. Zámenou parametrov (Uz, RC) funkcie (1.1.1-9) abstraktnými 
parametrami (U, τ), nám vyjde matematický model funkcie X(t) vyjadrujúci exponenciálny 
priebeh stavovej veličiny abstraktného akumulačného obvodu 1. rádu. 
 𝑋(𝑡) = 𝑈 − 𝑈𝑒(− 
1
𝜏
)𝑡
, (3.2-1) 
 Časový priebeh funkcie (3.2-1) je možné meniť voľbou hodnoty dvoch parametrov 
funkcie X(t), ktorými sú U - predstavujúcu konečnú hodnotu funkcie v čase (𝑡 →  ∞) 
a τ, ktorá nepriamo vyjadruje strmosť priebehu exponenciálnej funkcie (predstavuje časovú 
konštantu ľubovoľného akumulačného obvodu 1. rádu). Priebehy exponenciálnych funkcií 
pre rôzne hodnoty parametrov U a τ sú na obr. 12 . 
 Diferenciálna rovnica, ktorej riešením je funkcia (3.2-1) má tvar 
 𝜏
𝑑𝑋(𝑡)
𝑑𝑡
+ 𝑋(𝑡) − 𝑈 = 0, (3.2-2) 
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Obr. 12  Priebehy matematických modelov X_n(t) exponenciálnych funkcií pre rôzne 
hodnoty parametrov U, τ 
 Aplikovaním laplaceovej transformácie na diferenciálnu rovnicu (3.2-2) 
a vyjadrením činiteľa prenosu stavovej veličiny KX(p) dostávame 
 𝐾𝑋(𝑝) =
𝑋(𝑝)
𝑈(𝑝)
=
1
𝑝(𝜏) + 1
  (3.2-3) 
 Aplikovaním transformačných vzťahov za operátor laplaceovej transformácie p  
v rovnici (3.2-3) pre bilineárnu transformáciu (B.T.) (rovnica (2.2.2-5)) a spätnú eulerovú 
metódu (S.E.M.) (rovnica (2.2.1-11)), následnou úpravou a prevedením spätnej  
z-transformácie podobne ako v rovniciach (2.2.2-7 - 14) dostaneme 
postupnosti aproximujúce exponenciálny priebeh stavovej veličiny abstraktného 
akumulačného obvodu 1. rádu pri prechodnom deji, v tvare 
 𝑋𝑆.𝐸.𝑀.[𝑛]   =  
(𝑇)
(𝑇 + 𝜏)
. 𝑈[𝑛]  + 
(𝜏)
(𝑇 + 𝜏)
. 𝑋𝑆.𝐸.𝑀.[𝑛 − 1]  (3.2-4) 
 𝑋𝐵.𝑇.[𝑛]  =  
(𝑇)
(2𝜏 + 𝑇)
. 𝑈[𝑛]  + 
(𝑇)
(2𝜏 + 𝑇)
. 𝑈[𝑛 − 1] + 
(2𝜏 − 𝑇)
(2𝜏 + 𝑇)
. 𝑋𝐵.𝑇.[𝑛 − 1]  (3.2-5) 
 Kde T predstavuje zadaný časový krok a U[n], τ predstavujú parametre 
aproximovanej exponenciálnej funkcie a sú totožné s parametrami vo funkcií (3.2-1), 
pomocou ktorých je možné meniť priebeh aproximovanej exponenciálnej funkcie (obr. 12). 
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 Keďže postupnosť U[n] v rovniciach (2.2.2-13 - 14) reprezentuje konštantný 
parameter o hodnote U (rovnica (3.2-1)), môžeme postupnosť U[n] nahradiť týmto 
parametrom z čoho dostaneme postupnosti v tvare 
 𝑋𝑆.𝐸.𝑀.[𝑛 + 1]   =  
(𝑇)
(𝑇 + 𝜏)
. U +  
(𝜏)
(𝑇 + 𝜏)
. 𝑋𝑆.𝐸.𝑀.[𝑛]  (3.2-6) 
 𝑋𝐵.𝑇.[𝑛 + 1]  =  
(𝑇)
(2𝜏 + 𝑇)
. U + 
(𝑇)
(2𝜏 + 𝑇)
. U + 
(2𝜏 − 𝑇)
(2𝜏 + 𝑇)
. 𝑋𝐵.𝑇.[𝑛]  (3.2-7) 
 Z postupností (3.2-6 - 7) je vidieť, že nasledujúce prvky postupností XS.E.M.[n+1] 
a XB.T.[n+1] sú závislé na hodnote predchádzajúceho prvku postupnosti  
(XS.E.M.[n] a XB.T.[n]), hodnote vybraného časového kroku T a hodnote parametrov U, τ 
funkcie, opisujúcej priebeh stavovej veličiny počas prechodného deja, ktorá sa aproximuje 
danými postupnosťami. Tieto skutočnosti spolu s použitím jednoduchých matematických 
operátorov násobenia a sčítania robia postupnosti (3.4-6 - 7) vhodné pre implementáciu 
v obvodoch FPGA a ASIC.  
3.3. Návrh modelu exponenciálnej funkcie pre obvody FPGA a ASIC 
Exponenciálna funkcia bola navrhovaná pre čísla s plávajúcou rádovou čiarkou s využitím 
knižnice sc_float a knižnice tried SystemC, ktorá ponúka niekoľko nových rozšírení,  
ktoré sú prebraté z vyšších programovacích jazykov (najmä objektovo orientované 
programovanie a uplatnenie imperatívneho spôsobu programovania - návrhu), ktoré nájdu 
svoje uplatnenie  pri behaviorálnom návrhu modelu exponenciálnej funkcie a verifikácií 
návrhu.  
 Návrh exponenciálnej funkcie je založený na postupnostiach (3.2-6 - 7),  
čo znamená, že je uskutočnený v dvoch variantách, z ktorých jedna je navrhnutá na základe 
aplikácie spätnej eulerovej metódy (funkcia sc_exp_SEM) zatiaľ čo druhá je navrhnutá  
na základe aplikácie bilineárnej transformácie (funkcia sc_exp_BT). Funkcie sú volané  
z externého súboru sc_exp.inc, čo poskytuje možnosť rýchleho a prehľadného  začlenenia 
návrhu do existujúceho modulu alebo knihovne. 
 Kód návrhu, pre spätnú eulerovú metódu a pre bilineárnu transformáciu,  
je behaviorálnym popisom syntetizovateľných funkcií, sekvenčne generujúcich 
aproximované hodnoty exponencionálnej funkcie získané využitím spätnej eulerovej 
metódy (rovnica (3.2-6) - funkcia sc_exp_SEM) a bilineárnej transformácie (rovnica (3.2-7) 
- funkcia sc_exp_BT). 
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//------------------------------------------------------------------ 
void sc_exp_SEM(sc_float<E, M> coef_SEM[2], sc_float<E, M> *value_D, 
        sc_float<E, M> *value_Q, sc_float<E, M> U, bool en) 
{ 
sc_float<E, M> tmp_Q; 
tmp_Q = *value_Q; 
 
 if(en) {  
 *value_D = (coef_SEM[0]*U) + (coef_SEM[1]*tmp_Q); 
 wait(2); 
 } 
 *value_Q = *value_D; 
 } 
 
//------------------------------------------------------------------ 
void sc_exp_BT(sc_float<E, M> coef_BT[3], sc_float<E, M> *value_D,  
              sc_float<E, M> *value_Q, sc_float<E, M> U, bool en)  
{ 
sc_float<E, M> tmp_Q; 
tmp_Q = *value_Q; 
 
 if(en) { 
 *value_D = (coef_BT[0]*U) + (coef_BT[1]*U) + (coef_BT[2]*tmp_Q); 
 wait(3); 
 }   
 *value_Q = *value_D; 
} 
 Pri aplikácií oboch funkcií (sc_exp_SEM a sc_exp_BT ) dochádza k vytvoreniu 
jednej zdieľanej sčítačky a jednej zdieľanej násobičky pre čísla s plávajúcou rádovou 
čiarkou. Zdieľanie je dosiahnuté príkazom wait(3), u funkcie sc_exp_BT, ktorým zadávame 
informáciu nástroju pre behaviorálnu syntézu, že na vykonanie operácií násobenia a sčítania 
má k dispozícií 3 „voľné“ periódy hodinového signálu, čím je návrh syntetizérom optimálne 
rozvrhnutý a dôjde k použitiu len jednej sčítačky a násobičky, ktoré si zdieľajú dáta v každej 
„voľnej“ perióde hodinového signálu (ide o tzv. „sharing of sharable resources“). Podobne 
je tomu aj vo funkcií sc_exp_SEM, kde príkazom wait(2) syntetizér vytvorí zdieľanú 
sčítačku a násobičku, ktoré vypočítajú výstupnú hodnotu v 2 „voľných“ periódach 
hodinového signálu. V oboch prípadoch týmto prístupom dosiahneme zmenšenie plochy 
návrhu na čipu a zvýšenie maximálnej frekvencie za cenu zvýšenia potrebných hodinových 
taktov, ktoré sú nutné pre výpočet novej hodnoty. Zdieľanie sčítačky a násobičky zároveň 
znamená, že dôjde k vytvoreniu stavového automatu - siete multiplexorov, zabezpečujúcich 
prístup sčítačky a násobičky k jednotlivým koeficientom, parametrom, dielčím výsledkom 
výpočtu a predchádzajúcim hodnotám výpočtu v jednotlivých stavoch stavového automatu. 
Okrem toho dôjde k vytvoreniu klopných obvodov (ako jednobitových pamätí) slúžiacich 
na zapamätanie (pozdržanie) predchádzajúcej hodnoty výpočtu (value_Q), ktorá je nutná  
pre získanie nasledujúcej aproximovanej hodnoty exponeciálnej funkcie. 
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 Koeficienty postupností coef_BT[3] pre bilineárnu transformáciu, coef_SEM[2]  
pre spätnú eulerovú metódu a parameter U, sú ideálne vypočítané v konštruktore modulu 
volaním funkcií U_val, coef_0_1_BT a coef_2_BT pre získanie hodnôt koeficientov  
postupnosti z bilineárnej transformácie alebo volaním funkcií U_val, coef_0_SEM,  
coef_1_SEM pre získanie hodnôt koeficientov postupnosti zo spätnej eulerovej metódy. 
Volaním týchto funkcií v konštruktore modulu je dosiahnuté, že koeficienty postupnosti  
sú po syntéze v obvode reprezentované ako konštanty. 
 Súčasťou práce sú navrhnuté moduly BlackBox_SEM a BlackBox_BT,  
v ktorých dochádza k aplikácií navrhnutých funkcií sc_exp_SEM (v module BlackBox_SEM 
– príloha 1) a sc_exp_BT (v module BlackBox_BT – príloha1). V oboch moduloch  
je aproximovaná obyčajná exponenciálna funkcia (rovnica (3.2-1)) s parametrami U a τ,  
pre rozdielne bitové šírky čísel s plávajúcou rádovou čiarkou. Keďže bitové šírky 
spracovávaných čísiel môžu byť, v rámci medzí knižnice sc_float, ľubovoľne definované, 
nebolo možné návrh aplikovať pre všetky možné bitové šírky exponentu a mantisy. 
Namiesto toho boli za bitové šírky zvolené základné formáty štandardu  
IEEE 754 – polovičná, jednoduchá a dvojitá presnosť, spolu s niektorými ľubovoľne 
zvolenými experimentálnymi bitovými šírkami exponentu a mantisy spracovávaných čísel. 
Bitové šírky spracovávaných čísiel boli zároveň volené s rôznou hodnotou bitovej šírky 
mantisy. Rôzna hodnota sa volila kvôli tomu, aby bolo neskôr možné zistiť vplyv bitovej 
šírky mantisy na zaokrúhľovaciu chybu pri výpočtoch aproximovaných hodnôt 
exponenciálnej funkcie. Hodnoty zvolených bitových šírok spolu s ich rozdelením je možné 
vidieť v tabuľke 8. 
Tabuľka 8  Zvolené bitové šírky čísel a ich rozdelenie 
Zvolené bitové 
šírky čísiel 
16 20 24 28 32 48 56 64 
Exponent 5 5 6 7 8 11 11 11 
Mantisa 10 14 17 20 23 36 44 52 
 Pre každú zvolenú bitovú šírku bolo, simuláciou modulov BlackBox_SEM 
a BlackBox_BT vo Visual Studiu 2015 RC, získaných päť rôznych počtov vzorkov modelu 
exponenciálnej funkcie pre päť rôznych hodnôt časového kroku T.  
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Počty vzorkov NVZ, modelu exponenciálnej funkcie boli počítané, pomocou rovnice (3.3-1), 
pre čas t = 0 až t = tstop, ktorý je v tomto prípade rovný štvornásobku časovej konštanty τ  
(kedy matematický model exponenciálnej funkcie dosahuje hodnoty veľmi blízke konečnej 
hodnote pre čas t → ∞). 
 𝑁𝑉𝑍 =  
𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝
𝑇
  (3.3-1) 
Následným využitím skriptu v  prílohe 1, boli hodnoty vzorkov modelu exponenciálnej 
funkcie, porovnané v programe Matlab s adekvátnymi hodnotami vzorkov referenčnej 
exponenciálnej funkcie s rovnakými parametrami U a τ (referenčnú funkciu 
predstavovalo tisíc vzorkov exponeciálnej funkcie vypočítaných s využitím skriptu 
opísaného v kapitole 2.1 Modelovanie prechodného deja s exponenciálnou funkciou).  
Na základe tohoto porovnania, boli vypočítané hodnoty maximálnej absolútnej chyby 
a maximálnej relatívnej chyby pre päť rozdielnych hodnôt časového kroku T  
(päť rozdielnych hodnôt počtu vzorkov N). Výsledné hodnoty maximálnych absolútnych 
a relatívnych chýb je možné vidieť v prílohe 1 v tabuľke 11 pre funkciu sc_exp_SEM 
a v tabuľke 12 pre funkciu sc_exp_BT. 
Pozn.: Hodnota parametrov U a τ, pre referenčnú exponenciálnu funkciu a pre model exponenciálnej 
funkcie zo simulácie, boli volené na U = 100 a τ = 5.10-3. Obe hodnoty parametrov boli volené  
pre jednoduchšiu analýzu relatívnej a absolútnej chyby. 
 Analýzou hodnôt maximálnych relatívnych chýb v prílohe 1 v tabuľke 11  
a v tabuľke 12  vzhľadom k počtu vzorkov, potrebných na dosiahnutie konečnej požadovanej 
aproximovanej hodnoty exponenciálnej funkcie (pre konečný čas tstop), je možné usúdiť,  
že znižovaním počtu vzorkov dochádza k akumulácií veľkej relatívnej chyby pri oboch 
použitých metódach aproximácie, ktorá môže negatívne vplývať na celkový výpočet 
aproximovaných hodnôt exponenciálnej funkcie.  
 Pri aplikácií spätnej eulerovej metódy ako aproximačnej metódy v návrhu  
(funkcia sc_exp_SEM), dochádza, pri znižovaní počtu vzorkov výpočtu NVZ na hodnotu 
menšiu než 100 vzorkov, k nezanedbateľne veľkej relatívnej chybe (tabuľka 11). Veľká 
relatívna chyba môže mať dopad na nepresné modelovanie niektorých aplikácií. Naopak  
pri voľbe časového kroku T, kedy počet vzorkov NVZ je väčší než 100 vzorkov, relatívna 
chyba dosiahne dostatočné malé hodnoty, ktoré nemusia mať zásadný vplyv na vývoj 
ďalších hodnôt modelu aproximovanej exponenciálnej funkcie.  
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Z tohto dôvodu je voľba časového kroku, pri ktorom dôjde k výpočtu menšieho počtu 
vzorkov NVZ než 100 vzorkov, nevhodná pre funkciu sc_exp_SEM. 
 Pri aplikácií bilineárnej transformácie ako aproximačnej metódy v návrhu  
(funkcia sc_exp_BT), môže počet vzorkov NVZ nadobúdať oveľa menšie hodnoty  
než u návrhu s aplikáciou spätnej eulerovej metódy, pričom výsledná relatívna chyba  
bude dostatočne malá. Pri simulácií tohto modulu dochádzalo, pri počte vzorkov NVZ 
menších než 25 vzorkov aproximovanej exponenciálnej funkcie, k relatívnej chybe menšej 
než 0.2% (tabuľka 12), ktorá  je ešte stále dostatočné malá a nemá zásadný vplyv na vývoj 
ďalší hodnôt priebehu modelu aproximovanej exponenciálnej funkcie. Pri  počte vzorkov 
NVZ rovných 10 vzorkom aproximovanej exponenciálnej funkcie je relatívna chyba rovná 
1.1% , čo môže byť pre niektoré špeciálne aplikácie dostačujúce avšak výsledná jemnosť  
po preložení lomenou čiarou nemusí byť dostatočná. 
 Porovnaním hodnôt maximálnych relatívnych chýb, v tabuľke 10 a tabuľke 11, 
z hľadiska použitého bitového rozsahu čísla s plávajúcou rádovou čiarkou, je vidieť,  
že pre bitové rozsahy mantisy nižšie než 14 bitov (tabuľka 8)  dochádza k veľkej relatívnej 
chybe, ktorá môže mať pôvod v zahodení istého počtu bitov pri pretypovaní konštantných 
koeficientov funkcií sc_exp_SEM a sc_exp_BT zo 64 bitového dátového typu double  
na dátový typ sc_float pri vytváraní konštánt v konštruktore pri syntéze modulu. Zahodenie 
veľkej bitovej šírky mantisy čísla pri pretypovaní na nižší bitový rozsah spôsobí vyšší nárast 
zaokrúhľovacej chyby vo výpočtoch, čo v simulácií vyústilo k zastaveniu úspešnej 
aproximácie exponenciálnej funkcie – výpočet modelu exponenciálnej funkcie sa v čase tstop 
zastavil na konštantnej hodnote, ktorá je menšia než predpokladaná hodnota pre čas tstop. 
Simulácia modulov BlackBox_SEM a BlackBox_BT, pre bitovú šírku mantisy 
spracovávaných čísiel menšiu než 14 bitov preukázala zastavenie aproximácie 
exponenciálneho priebehu v čase tstop na konštantnej hodnote, ktorá sa nerovnala 
predpokladanej hodnote pre čas tstop. 
 Z toho dôvodu je použitie čísiel s bitovým rozsahom mantisy menším než 14 bitov   
vo funkcií sc_exp_SEM alebo sc_exp_BT nevhodné pre výpočet aproximovaných hodnôt 
exponenciálnej funkcie. 
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3.4. Syntéza navrhnutých modulov 
Syntéza modulov BlackBox_SEM a BlackBox_TB navrhnutých v tejto práci  bola vykonaná 
pre obvody ASIC a FPGA. Vzhľadom k veľkému rozsahu nastaviteľných bitových šírok 
spracovávaných čísiel v knižnici sc_float, nebolo možné syntetizovať návrh pre všetky 
možné použiteľné kombinácie bitových šírok mantisy a exponentu. Preto pre syntézu  
boli použité len niektoré bitové šírky spracovávaných čísiel, ktoré sú spolu s rozdelením 
bitov rovnaké ako v tabuľke 8. V rámci práce bola syntetizovaná varianta obvodu  
iba so zdieľanými zdrojmi, ktorej úlohou bolo znížiť plochu výsledného návrhu a rozdeliť 
tak výpočet aproximovanej hodnoty exponenciálnej funkcie na viacej hodinových taktov 
a zvýšiť tak maximálnu frekvenciu obvodu.  
 Syntéza pre obvody ASIC prebiehala v programe RTL Compiler od firmy Cadence 
pre zvolenú technologickú knihovňu amis350ucascc. U syntézy pre obvody ASIC  
bola dôležitá hlavne využitá plocha na čipe. Dosiahnutie čo najväčšej frekvencia hodinového 
signálu clk nebolo zásadnou podmienkou pri syntéze, preto sa nastavovala najväčšia možná 
časová rezerva v perióde signálu, aby sa návrh pri syntéze optimalizoval na čo najmenšiu 
plochu.  
 Keďže funkcie sc_exp_SEM a sc_exp_BT, sú funkcie s konštantných koeficientmi  
a v moduloch BlackBox_SEM a BlackBox_BT sú volané iba raz a dochádza u nich k malému 
počtu operácií, bola pri špecifikácií ich mikro-architektúry volená možnosť „inline“.  
Hlavný cyklus obvodu sa rozdeľoval na viacej hodinových taktov voľbou „break“,  
čím sa taktiež dosiahlo zdieľanie zdrojov (sčítačky a násobičky) – menšej plochy za cenu 
pridania siete multiplexorov, ktoré plnili úlohu stavového automatu.  
 Syntéza pre obvody FPGA bola prevedená v návrhovom prostredí Xilinx ISE Project 
Navigator v14.7. Za cieľový obvod bol vybraný FPGA obvod od firmy Xilinx  
s označením Virtex 6 XC6VLX75T. Kód návrhu pre syntézu v návrhovom prostredí Xilinx 
ISE Project Navigator v14.7 bol získaný „high-level“ syntézou modulov BlackBox_SEM 
a BlackBox_BT v programe C-to-silicon (CtoS) Compiler od firmy Cadence. Výsledkom 
„high-level“ syntézy bol RTL kód v jazyku Verilog. 
Výsledky syntéz je možné vidieť v tabuľke 9 pre modul BlackBox_SEM a v tabuľke 10  
pre modul BlackBox_BT. 
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Pozn.: AMIS I3T25 0,35µm predstavuje technológiu použitú pre syntézu do obvodov ASIC. 
Tabuľka 9  Výsledky syntézy modulu BlackBox_SEM  
Použitá bitová 
šírka čísiel 
ASIC 
(AMIS I3T25 0,35µm) 
FPGA 
Xilinx ISE Project Navigator v14.7 
Plocha fMAX. Počet 
použitých 
LUTs 
Počet 
použitých 
registrov 
DSP48E1 
fMAX. 
[µm2] [MHz] [MHz] 
16 2145,43 24,28 652 69 1 76,17 
32 6270,50 15,00 1234 134 2 60,23 
64 19564,14 8,70 2441 262 15 44,32 
Experimentálne       
20 3626,51 22,27 832 86 1 74,86 
24 4220,44 17,43 880 102 1 63,49 
28 5210,81 16,45 1035 118 2 59,70 
48 12626,12 9,64 1820 198 8 48,77 
56 15358,77 9,03 2005 229 11 46,60 
Tabuľka 10  Výsledky syntézy modulu BlackBox_BT 
Použitá bitová 
šírka čísiel 
ASIC 
(AMIS I3T25 0,35µm) 
FPGA 
Xilinx ISE Project Navigator v14.7 
Plocha fMAX. 
Počet 
použitých 
Počet 
použitých DSP48E1 
fMAX. 
[µm2] [MHz] LUTs registrov [MHz] 
16 2441,79 25,32 681 106 1 73,64 
32 6823,90 15,06 1241 205 2 58,17 
64 20675,28 8,09 2914 396 15 42,02 
Experimentálne       
20 3626,51 22,27 857 133 1 74,75 
24 4668,46 18,14 933 159 1 65,64 
28 5723,84 16,64 1123 181 2 61,06 
48 13467,49 9,55 1798 301 8 48,33 
56 16313,54 8,95 2226 347 11 45,55 
 V oboch tabuľkách si je možné všimnúť, že počet použitých registrov 
a šesťvstupových LUT (Look-Up Tables) v FPGA obvode Virtex 6 stúpa približne 
dvojnásobne s každým dvojnásobným zväčšením bitovej šírky spracovávaného čísla.  
 Zväčšovanie bitovej šírky má hlavne vplyv na množstvo použitých registrov.  
Patrné je množstvo použitých násobičiek (DSP48E1) a taktiež pokles maximálnej frekvencie  
pri každom zväčšení bitovej šírky.  
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Pokles maximálnej frekvencie pri dvojnásobnom zväčšení bitového rozsahu spracovávaného 
čísla je približne 15,5MHz. Na základe toho, je nutné zvážiť, či aplikácia vyžaduje vyššiu 
rýchlosť alebo menšiu plochu a s tým spojené menšie množstvo použitých registrov, LUT  
a násobičiek.  
 Z oboch tabuliek (tabuľka 9 a tabuľka 10) je taktiež možné vidieť, že pri syntéze  
pre obvody ASIC dochádza s dvojnásobný zväčšením bitovej šírky spracovávaného slova 
k vzostupu veľkosti plochy algoritmov sc_exp_BT a sc_exp_SEM takmer trojnásobne spolu 
s takmer dvojnásobný poklesom maximálnej frekvencie. Na základe toho je možné 
predpokladať vývoj maximálnych frekvencií a plochy aj pre iné bitové šírky. Zväčšenie 
plochy pri zvýšení bitovej šírky má pôvod v použití väčšieho množstva registrov,  
ktoré slúžia ako jednobitové pamäte pre uloženie hodnôt v jednotlivých stavoch výpočtu,  
a zväčšenia plochy násobičky a sčítačky, ktoré tieto hodnoty spracovávajú. 
 Vo všeobecnosti sa dá povedať, že vzhľadom k veľkosti relatívnej chyby rozobranej 
v predchádzajúcej kapitole je výber vhodnej bitovej šírky spracovávaných dát kritický,  
ak je zadaná požiadavka optimalizovať algoritmy sc_exp_SEM a sc_exp_BT na čo najmenšiu 
plochu alebo na vyššiu maximálnu frekvenciu. Keďže snížením bitovej šírky môžeme 
dosiahnuť zníženie plochy a zvýšenie maximálnej frekvencie, je treba brať v úvahu  
aj nezanedbateľný nárast relatívnej chyby pri zvolení bitových šírok mantisy menších  
než 14 bitov a v poslednom rade je významný aj vplyv zaokrúhľovacej chyby pri týchto 
bitových šírkach mantisy u oboch aproximačných metód zvlášť. 
 Syntéza modulov BlackBox_SEM a BlackBox_BT  bola prevedená z dôvodu zistenia 
syntetizovateľnosti zápisu návrhu v kóde Verilog. Ďalším dôvodom bolo zistenie plochy 
a zistenie hodnôt maximálnych frekvencií návrhu pre rôzne bitové šírky obvodu. Na základe  
toho spolu so znalosťou približných maximálnych relatívnych chýb pri použití rôznych 
bitových šírok mantisy je možné odhadnúť plochu, maximálnu frekvenciu, približnú 
maximálnu relatívnu chybu a vplyv zaokrúhľovacej chyby pri zvolení rôznych bitových 
šírok spracovávaných čísiel, pre obe metódy aproximácie, ešte pre začatím procesu návrhu  
alebo syntézy obvodu. 
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3.5. Modelovanie jednoduchého analógového obvodu s využitím modelu 
 exponenciálnej funkcie 
S využitím funkcií  sc_exp_SEM a sc_exp_BT deklarovaných v súbore sc_exp.inc  
v prílohe 2, bol navrhnutý model priebehu napätia na sledovanom kondenzátore C obvodu 
na obr. 13. 
 Na obr. 13 sa nachádza obvod s operačným zosilovačom v zapojení komparátora.  
Na  neinvertujúci vstup je privedené referenčné napätie rovné polovici výstupného napätia, 
ktoré je podľa stavu obvodu menšie alebo približne rovné jednému z napájacích napätí. 
Referenčne napätie je kontinuálne porovnávané s hodnotou napätia naakumulovaného  
na kondenzátore C. Prítomnosť napätia na výstupe spôsobí nabíjanie kondenzátora a nárastu 
úbytku napätia, ktorý ak prerastie hodnotu referenčného napätia dôjde k preklopeniu 
výstupného napätia. Po preklopení sa zároveň preklopí napätie v referenčnom uzle  
a kondenzátor sa začne prebíjať na hodnotu výstupného napätia po preklopení, pričom 
dochádza znova ku kontinuálnemu porovnávaniu s referenčným napätím. Ak ho absolútna 
hodnota úbytku napätia na kondenzátore prerastie absolútnu hodnotu referenčného napätia, 
výstupné napätie sa znova preklopí a tento dej sa neustále opakuje, pričom priebeh napätia 
na kondenzátore ma oscilačný charakter. 
 
Obr. 13  Schéma operačného zosilovača zapojeného ako komparátor spolu s vyznačeným 
napätím UC(t) 
 Keďže reálny priebeh napätia na kapacitore C nikdy nedosiahne konečnú hodnotu, 
rovnú výstupnému napätiu UOUT (v čase tstop), nie je potrebné namodelovať celý priebeh 
exponenciálnej funkcie (až do času tstop).  
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Preto nemusí byť dodržaný potrebný minimálny počet vzorkov, ktorý je potrebný  
len ak dochádza k modelovaniu celého priebehu exponenciálnej funkcie s dostatočne malou 
relatívnou chybou. Preto pre obe algoritmy stačí namodelovať priebeh s počtom vzorkov 
NVZ rovným 50 na štvrť periódu zo zachovaním dostatočne malej relatívnej chyby. 
Maximálna hodnota časového kroku bola vypočítaná podľa rovnice (3.5.-1), kde UC(flip) 
predstavuje hodnotu napätia na kondenzátore kedy dôjde k preklopeniu výstupného napätia, 
ktorý bol simuláciou určený na približnú hodnotu UC(flip) = 7,26V. |UOUT| je absolútnou 
hodnotou výstupného napätia a τ je časovou konštantou RC článku na obr. 13. 
 𝑇𝑀𝐴𝑋 =  −
𝜏
50
ln (
|𝑈𝑂𝑈𝑇| − 𝑈𝐶 (𝑓𝑙𝑖𝑝)
|𝑈𝑂𝑈𝑇|
) (3.5-1) 
 Využitím funkcií sc_exp_SEM a sc_exp_BT boli navrhnuté moduly Osc_SEM  
a Osc_BT, aproximujúce priebeh napätia na kondenzátore C využitím spätnej eulerovej 
metódy (Osc_SEM) a bilineárnej transformácie (Osc_BT). Oba moduly boli podrobené 
simulácií, v ktorej boli generované aproximované hodnoty exponenciálneho priebehu 
napätia na kapacitore C pre bitové šírky spracovávaných čísiel z tabuľky 8. Výsledné 
hodnoty boli importované do programu Matlab, kde boli zobrazené voči referenčnému 
priebehu generovanému využitím v prílohe 2. Porovnaním bola skúmaná závislosť zmeny 
frekvencie alebo fáze generovaných hodnôt aproximovaného exponenciálneho periodického 
priebehu vzhľadom k zvolenej bitovej šírke spracovávaných čísiel. Ako sa predpokladalo, 
znižovaním hodnoty bitovej šírky mantisy pod hodnotu 14 bitov, došlo v dôsledku 
zaokrúhľovacej chyby k akumulácií veľkej relatívnej chyby pri výpočte, ktorá mala zásadný 
vplyv na správnosť hodnôt pre dané časové okamžiky.  
 Na obr. 14 je vidieť výsledný modelovaný priebeh zo simulácie modulu Osc_SEM  
pre 16 bitový rozsah spracovávaných čísel. Na obrázku je vidieť patrná zmena fáze 
modelovaného priebehu. Rovnaký posuv bol pozorovaný aj u modulu Osc_BT pre rovnaký 
rozsah spracovávaných čísel. Predísť tomuto javu  je možné jedine zvýšením bitových šírok 
spracovávaných čísel tak, aby mantisa spracovávaných čísel  mala minimálnu odporúčanú 
šírku 14 bitov. Porovnaním výsledného modelovaného priebehu na obr. 14 a obr. 15,  
kde bola v module Osc_SEM použitá bitová šírka spracovávaných čísiel 20 bitov (mantisa 
14 bitov), si je možné toto tvrdenie overiť. Rovnaký výsledok bol taktiež dosiahnutý aj 
v module Osc_BT, kedy zväčšením bitovej šírky spracovávaných čísel na 20 bitov (mantisa 
14 bitov) bol namodelovaný model priebehu napätia na kapacitore C s konštantnou periódou.  
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 Na základe toho je možné povedať, že obe funkcie sc_exp_SEM a sc_exp_BT  
sú taktiež vhodné na modelovanie relatívne presných aproximovaných periodických 
exponenciálnych priebehov pri dostatočne veľkých bitových šírkach spracovávaných čísiel. 
 
Obr. 14  Lomenou čiarou preložený aproximovaný, priebeh napätia na kapacitore C, 
vypočítaný modulom Osc_SEM, spolu s vyznačeným posuvom fáze pre rozsah 
spracovávaných čísiel 16 bitov 
 
Obr. 15  Lomenou čiarou preložený, aproximovaný priebeh napätia na kapacitore C, 
vypočítaný modulom Osc_SEM, pre rozsah spracovávaných čísiel 20 bitov 
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ZÁVER 
V rámci tejto bakalárskej práce došlo k návrhu modelu exponenciálnej funkcie,  
ktorou je možné aproximovať priebeh stavových veličín obvodu pri prechodnom deji. 
Teoretická časť  bakalárskej práce pojednávala o prechodnom deji a rôznych metódach 
získania jeho riešenia. Zároveň bol naznačený problém stúpajúcej komplexnosti a časovej 
náročnosti analytického a numerického riešenia prechodného deja pri zvyšovaní počtu 
akumulačných prvkov v obvode. Na základe toho boli definované tri aproximačné metódy, 
pomocou ktorých bolo možné vhodne aproximovať exponenciálnu funkciu. Z daných 
aproximačných metód boli, podľa ich oblastí stability a závislosti globálnej chyby  
na časovom kroku, vybrané dve aproximačné metódy  vhodné pre realizáciu v návrhu 
modelu exponenciálnej funkcie.  
 Návrh modelu exponenciálnej funkcie bol realizovaný s využitím dvoch 
aproximačných metód – spätnej eulerovej metódy a bilineárnej transformácie, pri ktorých 
bolo možné algoritmus parametrizovať a aproximovať tak akýkoľvek exponenciálny 
priebeh. Zároveň bolo nutné návrh realizovať pre reprezentáciu čísel s plávajúcou rádovou 
čiarkou, ktoré ponúkajú dostatočný rozsah reprezentovateľných hodnôt spolu s konštantnou 
presnosťou v celom rozsahu reprezentovaných hodnôt. Návrh pre čísla s plávajúcou rádovou 
čiarkou sa uskutočnil s využitím knižnice sc_float.h. Návrh modelov exponenciálnych 
funkcií (sc_exp_SEM a sc_exp_BT) bol zároveň uložený do súboru sc_exp.inc,  
čím sa zabezpečila možnosť rýchleho a prehľadného  začlenenia návrhu do existujúceho 
modulu alebo knihovne. 
 Pre zvolené bitové šírky došlo k syntéze návrhov. Syntéza pre obvody ASIC  
bola prevedená v programe RTL Compiler od firmy Cadence pre technológiu AMIS I3T25 
0,35µm (technologická knihovňa amis350ucascc). Syntéza pre obvody FPGA bola prevedená 
v návrhovom prostredí Xilinx ISE Project Navigator v14.7, pričom za cieľový obvod  
bol vybraný FPGA obvod od firmy Xilinx s označením Virtex 6 XC6VLX75T. Výsledkom 
syntéz pre rôzne bitové šírky obvodov boli plochy a maximálne frekvencie návrhov  
pre obvody ASIC zatiaľ čo u FPGA obvodov boli sledovanými hodnotami počty použitých 
registrov, LUT a násobičiek. 
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 Pre každý návrh bola vypočítaná maximálna relatívna chyba ako základný parameter 
metódy. Maximálna relatívna chyba bola počítaná pre rôzne bitové rozsahy spracovávaných 
čísiel a rôzne hodnoty časového kroku. Na základe hodnoty maximálnych relatívnych chýb  
pri rôznom počte vzorkov boli zadané odporúčané hodnoty časového kroku pre oba návrhy. 
 V poslednom rade došlo k modelovaniu jednoduchého analógového obvodu 
s pomocou navrhnutých modelov exponenciálnych funkcií (sc_exp_SEM a sc_exp_BT), 
ktorý prestavoval operačný zosilovač v zapojení komparátora so zapojeným kondenzátorom 
na invertujúcom vstupe. Výsledný navrhnutý model bol podrobený simulácií,  
v ktorej sa zisťoval vplyv vybranej bitovej šírky spracovávaných čísel na zmenu fáze 
a kmitočtu modelovaného priebehu. Bolo zistené, že číslo vo formáte plávajúcej rádovej 
čiarky s mantisou menšou než 14 bitov je nevhodné pre použitie vo funkciách sc_exp_SEM 
a sc_exp_BT, kvôli nezanedbateľne veľkej relatívnej chybe a veľkému vplyvu 
zaokrúhľovacej chyby. 
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PRÍLOHY 
1 CD 
2 Maximálna relatívna chyba a maximálna absolútna chyba pre modul sc_exp_SEM 
3 Maximálna relatívna chyba a maximálna absolútna chyba pre modul sc_exp_BT 
 
Tabuľka 11  Maximálna relatívna chyba a maximálna absolútna chyba pre modul 
sc_exp_SEM 
sc_exp_SEM 
Počet 
vzorkov 
200 100 50 25 10 
Bitová 
šírka 
slova  
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋 
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋  
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋 
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋  
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋 
 [%] 
16 4,480 4,564 9,954 11,476 1,807 3,725 2,872 6,793 6,381 13,363 
20 0,504 0,976 0,751 1,917 1,442 3,657 2,763 6,720 6,330 13,339 
24 0,374 0,970 0,729 1,914 1,427 3,660 2,756 6,713 6,324 13,337 
28 0,367 0,970 0,724 1,914 1,425 3,660 2,755 6,713 6,324 13,336 
32 0,365 0,970 0,724 1,914 1,425 3,660 2,755 6,713 6,324 13,336 
48 0,365 0,970 0,724 1,914 1,425 3,660 2,755 6,713 6,324 13,336 
56 0,365 0,970 0,724 1,914 1,425 3,660 2,755 6,713 6,324 13,336 
64 0,365 0,970 0,724 1,914 1,425 3,660 2,755 6,713 6,324 13,336 
 
Tabuľka 12 Maximálna relatívna chyba a maximálna absolútna chyba pre modul 
sc_exp_BT 
sc_exp_BT 
Počet 
vzorkov 
200 100 50 25 10 
Bitová 
šírka 
čísla  
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋 
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋  
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋 
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋  
 [%] 
ΔXMAX 
δ𝑀𝐴𝑋 
 [%] 
16 4,481 4,565 9,266 10,683 0,481 0,513 0,668 0,685 0,433 1,045 
20 0,227 0,234 0,186 0,191 0,036 0,046 0,073 0,195 0,487 1,104 
24 0,020 0.020 0,015 0,015 0,018 0,051 0,076 0,197 0,489 1,107 
28 0,003 0.04 0,004 0,014 0,020 0,051 0,079 0,197 0,490 1,108 
32 0,001 0.04 0,005 0,014 0,020 0,051 0,079 0,197 0,490 1,108 
48 0,001 0.04 0,005 0,014 0,020 0,051 0,079 0,197 0,490 1,108 
56 0,001 0.04 0,005 0,014 0,020 0,051 0,079 0,197 0,490 1,108 
64 0,001 0.04 0,005 0,014 0,020 0,051 0,079 0,197 0,490 1,108 
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